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1. Wst�p.

1.1. Wprowadzenie. Rozprawa po±wi�
ona jest pewnym problemom doty
z¡
ym topologii

zbie»no±
i punktowej w przestrzenia
h funk
yjny
h i pewnym problemom z zakresu teorii

grup topologi
zny
h. Dla danej przestrzeni 
aªkowi
ie regularnej, przez C

p

(X) ozna
zamy

przestrze« wszystki
h rze
zywisty
h funk
ji 
i¡gªy
h na X z topologi¡ odziedzi
zon¡ z ilo-


zynu kartezja«skiego R

X

. Przestrzenie tej posta
i s¡ jednym z gªówny
h obiektów pra
y.

B�dziemy rozwa»a¢ grupy topologi
zne, o wªasno±
ia
h pokry
iowy
h zbli»ony
h do ty
h,

które posiadaj¡ grupy ��zwarte. Zgodnie z twierdzeniem Gurana ([27℄, por. uwaga 5.3.1),

grupy z rozwa»any
h przez nas klas mo»na traktowa¢ jako podgrupy ilo
zynów kartezja«-

ski
h grup metry
zny
h, o±rodkowy
h. Przyta
zamy ten fakt dla podkre±lenia podobie«stwa

mi�dzy topologi¡ przestrzeni funk
yjny
h posta
i C

p

(X) � R

X

i topologi¡ w rozwa»any
h

przez nas grupa
h. W rozdziaªa
h 5 i 7 kon
entrujemy si� na badaniu podgrup grupy Z

!

.

W rozdziale 3 wskazujemy przykªady przestrzeni 
aªkowi
ie regularny
h X, który
h prze-

strzenie funk
ji C

p

(X) z topologi¡ zbie»no±
i punktowej nie s¡ liniowo homeomor�
zne z

C

p

(X � (f0g [ f

1

n+1

: n 2 !g)) (mówimy wtedy, »e przestrze« X nie jest S�stabilna), ale

s¡ liniowo homeomor�
zne z C

p

(X � !) (mówimy wtedy, »e przestrze« X jest N�stabilna).

Przykªady te daj¡ odpowied¹ na pytanie Ar
hangielskiego ([3, Problem 4℄). Przykªady 3.4

i 3.1 zostaªy zaprezentowane w pra
y [49℄. Przykªad 3.4 jest przestrzeni¡ metryzowaln¡;

jego wªasno±
i wykazujemy przy u»y
iu metody no±ników, która ma szerokie zastosowanie

przy badaniu wªasno±
i liniowy
h homeomor�zmów. Mi�dzy innymi, mo»na wykaza¢ przy

jej pomo
y, »e je±li dane s¡ przestrzenie metry
zne, o±rodkowe X i Y takie, »e przestrzenie

C

p

(X) i C

p

(Y ) s¡ liniowo homeomor�
zne, to wymiar topologi
zny X jest równy wymia-

rowi topologi
znemu Y ([55℄). W pra
y [58℄ metoda no±ników znalazªa zastosowanie przy

dowodzie, »e istnieje przestrze« metry
zna X taka, »e C

p

(X) i C

p

(X

L

X) nie s¡ liniowo

homeomor�
zne. W isto
ie autor [58℄ podaje trzy przykªady przestrzeni metry
zny
h o tej

wªasno±
i, z który
h jeden u»ywamy w paragra�e 3.4 do rozró»nienia poj�
ia N�stabilno±
i i

S�stabilno±
i. W pra
y [46℄ metoda no±ników umo»liwiªa skonstruowanie przestrzeni zwartej

K takiej, »e przestrzenie C

p

(K) i C

p

(K)� R nie s¡ liniowo homeomor�
zne.

By udowodni¢, »e dwie przestrzenie liniowe s¡ homeomor�
zne (lub liniowo homeomor-

�
zne) korzysta si� 
z�sto z te
hnik faktoryza
yjny
h, z którymi naturalnie s¡ zwi¡zane
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poj�
ia N�stabilno±
i i S�stabilno±
i. Jako przykªad zastosowania metody faktoryza
yjnej

mo»e sªu»y¢ wynik Peª
zy«skiego z zakresu przestrzeni Bana
ha ([28, Theorem 251℄), który

gªosi, »e niesko«
zenie wymiarowe podprzestrzenie uzupeªnialne w przestrzeni 


0

s¡ izomor-

�
zne z 


0

. Innym przykªadem u»y
ia te
hniki faktoryza
yjnej jest konstruk
ja z pra
y [26℄

homeomor�zmu mi�dzy przestrzeniami C

p

([0; 1℄) i C

p

(R). Te
hnika faktoryza
yjna znaj-

duje tak»e zastosowanie w dowodzie twierdzenia Miljutina ([66℄, str. 379), »e dla ka»dy
h

dwó
h nieprzeli
zalny
h przestrzeni zwarty
h metry
zny
h K;L, przestrzenie Bana
ha funk-


ji 
i¡gªy
h C(K) i C(L) s¡ liniowo izomor�
zne. Je±li K i L s¡ zwartymi przestrzeniami

metry
znymi i zerowymiarowymi, to przy u»y
iu metody faktoryza
yjnej mo»na wykaza¢,

»e przestrzenie C

p

(K) i C

p

(L) s¡ liniowo homeomor�
zne ([6, Theorem 2.4.7℄). U»ywaj¡
 tej

metody mo»na tak»e wykaza¢, »e istnienie liniowego homeomor�zmu mi�dzy przestrzeniami

C

p

(X) i C

p

(Y ) (X i Y 
aªkowi
ie regularne) nie gwarantuje, »e z wªasno±
i P przestrzeni

X wynika wªasno±¢ P przestrzeni Y , gdzie za P mo»na wzi¡¢ lokaln¡ zwarto±¢, speªnianie

pierwszego (drugiego) aksjomatu przeli
zalno±
i, metryzowalno±¢ ([6, Example 2.4.10℄).

Odwzorowanie f : X ! Y przestrzeni topologi
zny
h X i Y nazywamy zag�sz
zeniem,

je±li f jest 
i¡gª¡ bijek
j¡. Stefan Bana
h w Ksi�dze Szko
kiej ([65, Problem 1℄) sformuªowaª

pytanie o istnienie zag�sz
zenia o±rodkowej przestrzeni Bana
ha na przestrze« zwart¡. Za-

uwa»my, »e je±li przestrze« Bana
ha E jest sko«
zenie wymiarowa, to E jest lokalnie zwarta,

a wi�
 istnieje zag�sz
zenie E na przestrze« zwart¡ (por. fakt 4.1.1).

Pytkiejew ([59℄) wykazaª, »e je±li X jest borelowsk¡ przestrzeni¡ metry
zn¡, o±rodkow¡

która nie jest ��zwarta, to istnieje zag�sz
zenie X na kostk� Hilberta. Kulpa, w pra
y

[40℄, zauwa»yª »e z rezultatu Pytkiejewa wynika pozytywna odpowied¹ na pytanie Bana-


ha. Jak zauwa»yli autorzy [8℄, odpowied¹ na pytanie Bana
ha mo»na uzyska¢ tak»e przy

pomo
y metod niesko«
zenie wymiarowej topologii (por. paragraf 4.4). W rozdziale 4 zaj-

miemy si� uogólnieniem wyniku Pytkiejewa na wy»sze klasy rzutowe (twierdzenie 4.1.3).

Nasza metoda polega na induk
yjnej konstruk
ji zag�sz
zenia, przez rozszerzanie 
i¡gªej bi-

jek
ji na 
oraz wi�ksze zbiory w dziedzinie, przy jedno
zesnym dbaniu o to, by wy
zerpywa¢

prze
iwdziedzin�; w pra
y [59℄ autor posªugiwaª si� zbli»on¡ metod¡, do której dodajemy

te
hnik� teoriomnogo±
iow¡, która pozwala na wykro
zenie poza klas� zbiorów borelowski
h,
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pod warunkiem, »e zbiór koanality
zny (zbiór �

1

n

e

) dysponuje dodatkow¡, wygodn¡ struk-

tur¡. Mowi¡
 dokªadniej, jest nam potrzebne, by dany zbiór byª zupeªny ze wzgl�du na klas�

zbiorów koanality
zny
h (na klas� �

1

n

e

). Jak si� okazuje, zbiory rozwa»ane przez nas w zasto-

sowania
h maj¡ t¡ wªasno±¢. B�dziemy tak»e posªugiwa¢ si� twierdzeniami o uniformiza
ji

(zob. paragraf 2.7) dla danej klasy zbiorów, które gªosz¡, »e dla zbioru A � X � Y nale»¡-


ego do okre±lonej klasy, mo»na znale¹¢ zbiór B � A, który nale»y do tej samej klasy i taki,

»e dla ka»dego x 2 X, je±li istnieje y 2 Y , (x; y) 2 A to istnieje dokªadnie jeden y

0

2 Y

taki, »e (x; y

0

) 2 B. Twierdzenie o uniformiza
ji za
hodzi dla klasy zbiorów koanality
z-

ny
h 
o dowodzi, »e zbiory koanality
zne stanowi¡ interesuj¡
e rozszerzenie klasy zbiorów

borelowski
h.

Ar
hangielski rozpatrywaª problem istnienia sªabszy
h topologii zwarty
h na przestrze-

nia
h funk
yjny
h posta
i C

p

(X). Ar
hangielski wykazaª ([2℄), »e je±li X jest metryzowaln¡

przestrzeni¡ ��zwart¡, to przestrze« C

p

(X)mo»na zag�±
i¢ na przestrze« zwart¡, metry
zn¡.

Postawiª przy tym hipotez�, »e dla przestrzeni Baire'a !

!

nie istnieje zag�sz
zenie C

p

(!

!

)

na przestrze« zwart¡. Przypomnijmy, »e !

!

to przeli
zalna pot�ga kartezja«ska zbioru li
zb

naturalny
h !.

Christensen wykazaª ([16℄, dowód Theorem 3.7), »e je±li X jest przestrzeni¡ ��zwart¡, to

istnieje borelowskie, ró»nowarto±
iowe odwzorowanie przestrzeni C

p

(X) na przestrze« [0; 1℄

!

.

W ksi¡»
e [16℄ sformuªowany jest problem (Problem 7), 
zy istnieje ró»nowarto±
iowe od-

wzorowanie borelowskie z przestrzeni C

p

(!

!

) na przestrze« [0; 1℄

!

. Pytanie motywowane

jest obserwa
j¡ ([16℄, Corollary z Theorem 0.3 i w wi�kszej ogólno±
i, [16℄, Theorem 3.7), »e

przestrze« C

p

(!

!

) nie jest 
i¡gªym obrazem przestrzeni !

!

; w paragra�e 4.2.1, posiªkuj¡


si� rezultatami z pra
y [1℄ i naszym twierdzeniem 4.1.3, pogª�bimy t¡ uwag� Christensena

i damy pozytywn¡ odpowied¹ na problem 7 z jego ksi¡»ki, a jedno
ze±nie wyka»emy, »e

hipoteza Ar
hangielskiego nie za
hodzi. Dokªadniej, wyka»emy, »e je±li X jest metry
zn¡,

o±rodkow¡ przestrzeni¡ anality
zn¡, która nie jest ��zwarta, to istnieje zag�sz
zenie prze-

strzeni C

p

(X) na kostk� Hilberta I

!

. Co wi�
ej, przy zaªo»eniu Determina
ji Rzutowej

(por. paragraf 2.7) wyka»emy, »e je±li X jest metry
zn¡, o±rodkow¡ przestrzeni¡ rzutow¡,

która nie jest ��zwarta, to przestrze« C

p

(X) zag�sz
za si� na kostk� Hilberta. Powy»szy

wynik, wraz z twierdzeniem 4.1.3, zostaª zaprezentowany w pra
y [50℄. Razem z rezulta-

tem z pra
y [2℄ (który pokrywa przypadek ��zwartej metry
znej, o±rodkowej przestrzeni
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X), otrzymujemy twierdzenie, »e dla ka»dej przestrzeni X metry
znej, o±rodkowej, anali-

ty
znej, przestrze« C

p

(X) zag�sz
za sie na przestrze« zwart¡, a przy dodatkowym zaªo»eniu

Determina
ji Rzutowej, twierdzenie rozszerza sie na klas� zbiorów rzutowy
h. Dla zbioru

anality
znego A, który nie jest ��zwarty, jest mo»liwa konstruk
ja zag�sz
zenia z przestrzeni

C

p

(A) na I

!

, gdy» z przestrzeni¡ C

p

(A) w sposób naturalny zwi¡zana jest pewna przestrze«

koanality
znie�zupeªna.

Mar
iszewski w [45℄ skonstruowaª, przy zaªo»eniu teoriomnogo±
iowym sªabszym od ak-

sjomatu Martina (d = 2

!

), przykªad przestrzeni metry
znej, o±rodkowej X takiej, »e C

p

(X)

nie zag�sz
za si� na »adn¡ przestrze« ��zwart¡, Hausdor�a. Wynika z tego, »e naszego

wyniku o zag�sz
zenia
h z paragrafu 4.2.1 nie da si� rozszerzy¢, bez dodatkowy
h zaªo»e«

teoriomnogo±
iowy
h, na wszystkie przestrzenie metry
zne, o±rodkowe.

W paragra�e 4.3 wyka»emy, »e je±li A jest zbiorem koanality
znie-zupeªnym i zerowy-

miarowym, to ka»dy nieprzeli
zalny zbiór anality
zny mo»na przedstawi¢ jako 
i¡gªy, ró»-

nowarto±
iowy obraz zbioru A

L

!, sumy dyskretnej przestrzeni A i przestrzeni li
zb na-

turalny
h. Slaman wykazaª ([68℄), w odpowiedzi na pytanie Sierpi«skiego ([67℄), »e istnieje

podprzestrze« X przestrzeni !

!

o tej wªasno±
i, »e ka»dy nieprzeli
zalny zbiór anality
zny

mo»na przedstawi¢ jako 
i¡gªy, ró»nowarto±
iowy obraz X. Hjorth wykazaª ([31℄), w opar-


iu o rozumowania z zakresu teorii rekursji, »e istnieje koanality
zny zbiór o tej wªasno±
i i


o wi�
ej, »e przy zaªo»eniu Determina
ji Anality
znej, je±li A jest zbiorem koanality
znym

nieborelowskim, to ka»dy zbiór anality
zny mo»na przedstawi¢ jako 
i¡gªy ró»nowarto±
iowy

obraz zbioru A

L

!. O ile za
hodzi aksjomat Determina
ji Anality
znej to ka»dy zbiór ko-

anality
zny nieborelowski jest koanality
znie-zupeªny, tak wi�
 nasz wynik mo»na uzna¢ za

uogólnienie obydwu wyników Hjortha.

Paragraf 4.4 zawiera uwag�, której dowód jest oparty na argumen
ie zasugerowanym przez

Romana Pola, »e ka»da przestrze« Bana
ha (niekonie
znie o±rodkowa), daje si� zag�±
i¢ na

pewn¡ przestrze« zwart¡. Odpowiemy w ten sposób na pytanie T. Banakha i Pli
zko z pra
y

[8℄.
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W rozdziaªa
h 5, 6, 7 b�dziemy zajmowa¢ si� pewnymi poj�
iami, które uogólniaj¡ poj�
ie

��zwarto±
i w klasie grup topologi
zny
h. Wszystkie wyniki przedstawione w ty
h rozdzia-

ªa
h zostaªy uzyskane wspólnie z Adamem Kraw
zykiem. Materiaª w rozdziaªa
h 5 i 7 do-

ty
zy w przewa»aj¡
ej mierze grup metry
zny
h, o±rodkowy
h, a gªównie podgrup ilo
zynu

Z

!

. To daje mo»liwo±¢ stosowania metod teoriomnogo±
iowy
h, które zostaªy rozwini�te dla

przestrzeni metry
zny
h, o±rodkowy
h. W lata
h dwudziesty
h, poszukuj¡
 
harakteryza
ji

poj�
ia ��zwarto±
i w termina
h pokry
iowy
h, Menger wprowadziª w pra
y [47℄ spe
jaln¡

klas� zbiorów, zwany
h dzi± zbiorami z wªasno±
i¡ Mengera. Zde�niowana przez niego wªa-

sno±¢ pokry
iowa okazaªa si� rozmija¢ z ��zwarto±
i¡; po±wie
on¡ jest jej bogata literatura

(por. [61℄, [23℄). Cho¢ nie korzystamy z »adny
h gotowy
h rezultatów doty
z¡
y
h zbiorów

z wªasno±
i¡ Mengera, wiele naszy
h wyników motywowany
h jest analogi
znymi twierdze-

niami dla zbiorów z t¡ wªasno±
i¡. Analizie ty
h analogii po±wi�
ona jest uwaga 7.2.2, gdzie

podajemy de�ni
j� zbioru z wªasno±
i¡ Mengera.

W rozdziale 5, posªuguj¡
 si� dodatkowymi zaªo»eniami teoriomnogo±
iowymi wyka»emy,

»e pewna klasa grup topologi
zny
h � klasa grup o�ograni
zony
h, nie jest zamkni�ta ze

wzgl�du na branie produktów; to daje odpowied¹ na pytanie postawione przez Tka
zenk�

([73℄, Problem 3.2) i Hernandeza ([30℄, Problem 5.2). Podajemy dwie niezale»ne konstruk
je.

Konstruk
ja z paragrafu 5.2 po
hodzi ze wspólnej pra
y z Adamem Kraw
zykiem ([39℄);

przeprowadzamy j¡ przy zaªo»eniu, »e za
hodzi Hipoteza Continuum (a w isto
ie sªabszy

aksjomat teoriomnogo±
iowym wynikaj¡
y z aksjomatu Martina, który mo»na wysªowi¢ jako

równo±¢ 
ov(M) = d). Konstruk
ja z paragrafu 5.4 jest przprowadzona przy dodatkowym

zaªo»eniu, »e istniej¡ dwa ultra�ltry, które nie s¡ podobne (termin ten jest obja±niony w

paragra�e 5.4). W pra
y [29℄ podano przykªad grupy metry
znej o±rodkowej G, której

kwadrat G� G nie jest o�ograni
zony; autorzy s¡dzili, »e uzyskali w ten sposób dowód, »e

klasa grup o�ograni
zony
h nie jest zamkni�ta na branie produktów. Okazaªo si� jednak, 
o

zostaªo nam zakomunikowane przez Mi
haiªa Tka
zenk� i 
o opisujemy w paragra�e 5.1, »e

ju» grupa G nie jest o�ograni
zona (wbrew twierdzeniu z Example 6.1,[30℄). W uwadze 5.3.1

wykazujemy, »e je±li istniej¡ o�ograni
zone grupy G;H takie, »e G � H nie jest grup¡ o�

ograni
zon¡, to istniej¡ G

0

, H

0

o�ograni
zone grupy metry
zne, o±rodkowe takie, »e G

0

�H

0

nie jest grup¡ o�ograni
zon¡.
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W rozdziale 6 wska»emy przykªad grupy topologi
znej, która w sensie struktury topolo-

gi
znej jest P�przestrzeni¡ Lindelofa, ale która nie jest grup¡ silnie o�ograni
zona. Nasz

przykªad odpowiada na pytania Hernandeza i Tka
zenki. Konstruk
ja, której b�dziemy

u»ywa¢, pojawiaªa si� w
ze±niej w literaturze. W pra
y [56℄ podano przykªad przestrzeni

Bana
ha posta
i C(K), która w swojej sªabej topologii jest przestrzeni¡ Lindelofa, ale która

nie jest generowana przez »aden zbiór sªabo zwarty. Nasza grupa, z nie
o inn¡ topologi¡,

posªu»yªa do wygenerowania przestrzeni C(K). Poj�
ie silnej o�ograni
zono±
i wyra»one

jest w termina
h istnienia strategii wygrywaj¡
ej w grze, w której 
elem jest pokry
ie danej

grupy przy pomo
y zbiorów otwarty
h. W pra
a
h [71℄,[63℄ ta sama grupa byªa u»yta do

pokazania, »e nie ma strategii wygrywaj¡
ej w inny
h gra
h pokry
iowy
h.

Jak zauwa»yª Hernandez ([30℄, Theorem 2.4), ka»da grupa topologi
zna która jest P�

przestrzeni¡ Lindelofa, jest o�ograni
zona. Przypusz
zenie, »e dana grupa jest P�przestrzeni¡

Lindelofa daje istotn¡ informa
j� na temat jej wªasno±
i pokry
iowy
h; st¡d pytanie Her-

nandeza ([30℄, Problem 2.5), 
zy ka»da taka grupa jest silnie o�ograni
zona. Nasz przykªad

pokazuje, »e takie wynikanie nie za
hodzi; tym samym jest to przykªad grupy o�ograni
zonej,

która nie jest silnie o�ograni
zona. W pra
y [30℄ zostaª zaproponowany przykªad grupy to-

pologi
znej (Example 6.1,[30℄), który miaªa posiada¢ tak¡ wªasno±¢, jednak okazaªo si�,

»e konstruk
ja zawiera bª¡d, który analizujemy w paragra�e 5.1. Przykªad o�ograni
zonej

grupy topologi
znej, która nie jest silnie o�ograni
zona, zostaª podany w pra
y [29℄ (Theorem

3.1), przy dodatkowym teoriomnogo±
iowym zaªo»eniu �. Wydaje si�, »e nasz przykªad to

pierwsza konstruk
ja grupy o tej wªasno±
i, przeprowadzona bez dodatkowy
h zaªo»e« teo-

riomnogo±
iowy
h.

Co wi�
ej, nasza grupa jest o�ograni
zona i ka»dy jej 
i¡gªy obraz homomor�
zny, o

ile ma przeli
zaln¡ baz�, jest silnie o�ograni
zony, natomiast sama grupa nie jest silnie o�

ograni
zona. Fakty
znie, w pra
y [29℄ (Lemma 2.2) zostaªo wykazane, »e ka»dy metry
zny,

o±rodkowy i 
i¡gªy obraz homomor�
zny grupy b�d¡
ej P�przestrzeni¡ Lindelofa, jest prze-

li
zalny. Przy dodatkowym zaªo»eniu teoriomnogo±
iowym � podobny przykªad, o nie
o

sªabszy
h wªasno±
ia
h, zostaª podany w [29℄ (Theorem 3.1) po to, by udzieli¢ odpowiedzi

na pytanie postawione w [73℄ (Problem 3.3), [30℄ (Problem 4.2). Wydaje si�, »e rozpatry-

wana przez nas grupa jest pierwszym przykªadem odpowiadaj¡
ym na powy»sze pytanie,



11

który udaªo si� uzyska¢ bez dodatkowy
h zaªo»e« teoriomnogo±
iowy
h. Wyniki rozdziaªu 6

pokrywaj¡ si� z wynikami ze wspólnej pra
y z Adamem Kraw
zykiem ([38℄).

W rozdziale 7 wyka»emy, »e metry
zne, abelowe grupy silnie o�ograni
zone s¡ podgrupami

grup ��zwarty
h. Wnioskujemy st¡d, »e klasa grup silnie o�ograni
zony
h metry
zny
h,

o±rodkowy
h i abelowy
h jest zamkni�ta na branie ilo
zynów kartezja«ski
h. W tym samym

rozdziale, w paragra�e 7.2, wyka»emy, »e istnieje abelowa grupa metry
zna G, o±rodkowa i

o�ograni
zona, która nie jest silnie o�ograni
zona. Wydaje si�, »e grupa G i grupa rozwa»ana

przez nas w rozdziale 6 to pierwsze przykªady grup o tej wªasno±
i, uzyskane bez dodatko-

wy
h zaªo»e« teoriomnogo±
iowy
h. Klasa grup silnie o�ograni
zony
h jest de�niowana przy

u»y
iu gry � (por. paragraf 6.2). Udowodnimy, »e gra �(G) nie jest zdeterminowana; to

daje odpowied¹ na pytanie z pra
y [29℄.

1.2. Podzi�kowania. Pra
a zostaªa napisana pod kierunkiem pana dr. hab. Witolda Mar
i-

szewskiego, któremu 
h
iaªbym gor¡
o podzi�kowa¢ za opiek� naukow¡ i pomo
. Wdzi�
zny

jestem tak»e panu prof. Romanowi Polowi za zasugerowanie niektóry
h tematów badaw-


zy
h, które zostaªy opra
owane w tej rozprawie, za konstulta
je który
h udzieliª, a tak»e

za kryty
zne uwagi, które pozwoliªy zna
z¡
o ulepszy¢ niektóre fragmenty pra
y.

Pan Adam Kraw
zyk jest wspóªautorem dwó
h artykuªów, które weszªy w skªad tej roz-

prawy. Pra
a z nim byªa dla mnie bardzo du»¡ przyjemno±
i¡.

Materiaª przedstawiony w rozdziale 6 byª dyskutowany pod
zas konferen
ji w Zahradka
h

(Cze
hy, 2000); Uri Abraham, Mirna Dzamonja, Mi
hal Hrusak i Justin Moore poddali

pewne idee, które pozwoliªy usun¡¢ dodatkowe zaªo»enie teoriomnogo±
iowe � z naszego

rozumowania.

Za pomo
 materialn¡ jestem wdzi�
zny swoim rodzi
om. Mar
in Mu
ha podarowaª mi

monitor komputerowy, dzi�ki 
zemu mogªem pisa¢ t¡ pra
� w domu. Jestem mu za to bardzo

zobowi¡zany.
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2. Wiadomo±
i wst�pne.

2.1. Przedªu»anie przeksztaª
e«. B�dziemy posªugiwa¢ si� nast�puj¡
ym odpowiedni-

kiem twierdzenia Tietzego w klasie przestrzeni 
aªkowi
ie regularny
h:

Twierdzenie 2.1.1 (Lemma 6.4.2 w [52℄). Nie
h X b�dzie przestrzeni¡ 
aªkowi
ie regularn¡.

Nie
h F � X b�dzie zbiorem sko«
zonym i nie
h h : F ! [a; b℄ (a; b 2 R; a < b) b�dzie

funk
j¡ 
i¡gª¡. Wtedy istnieje funk
ja 
i¡gªa g : X ! [a; b℄ taka, »e gjF = h.

2.2. Przestrzenie Lindelofa. Przestrze« topologi
zna X jest przestrzeni¡ Lindelofa, je±li

z ka»dego pokry
ia otwartego przestrzeni X mo»na wybra¢ podpokry
ie przeli
zalne. Klasa

przestrzeni Lindelofa jest zamkni�ta ze wzgl�du na branie przeli
zalny
h sum ([19℄, twierdze-

nie 3.8.7) oraz 
i¡gªy
h obrazów ([19℄, twierdzenie 3.8.5). Co wi�
ej, je±li X jest przestrzeni¡

Lindelofa, Y � X jest podzbiorem domkni�tym, to przestrze« Y tak»e jest przestrzeni¡

Lindelofa ([19℄, twierdzenie 3.8.4).

2.3. Przestrze« C

p

(X). Dla danej przestrzeni 
aªkowi
ie regularnej, przez C

p

(X) ozna-


zamy przestrze« wszystki
h rze
zywisty
h funk
ji 
i¡gªy
h na X z topologi¡ odziedzi
zon¡

z ilo
zynu kartezja«skiego R

X

. Ksi¡zki [52℄ i [4℄ zawieraj¡ wiele informa
ji na temat tej

klasy przestrzeni.

Rodzina zbiorów

ffg 2 C

p

(X) : jf(x

i

)� g(x

i

)j < � dla i = 1; : : : ng : fx

i

g

i=1;:::n

� X; � > 0gg

jest baz¡ oto
ze« punktu f w przestrzeni C

p

(X). Przestrze« C

p

(X) jest przestrzeni¡ liniowo�

topologi
zn¡, a wi�
 w sz
zególno±
i C

p

(X) jest grup¡ topologi
zn¡ ze wzgl�du na opera
j�

dodawania funk
ji. Przestrze« C

p

(X) jest g�stym podzbiorem przestrzeni R

X

.

Dla dany
h przestrzeni 
aªkowi
ie regularny
h X i Y mówimy, »e przestrze« C

p

(X) jest

liniowo homeomor�
zna z przestrzeni¡ C

p

(Y ) je±li istnieje homeomor�zm mi�dzy C

p

(X) i

C

p

(Y ), który jest przeksztaª
eniem liniowym.

Fakt 2.3.1. Je±li dana jest rodzina przestrzeni 
aªkowi
ie regularny
h X

i

(i 2 I, I do-

wolny zbiór indeksów), to przestrze« C

p

(

L

i2I

X

i

) jest liniowo homeomor�
zna z przestrzeni¡

�

i2I

C

p

(X

i

).
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Dowód. Dla f 2 C

p

(

L

i2I

X

i

) liniowy homeomor�zm F : C

p

(

L

i2I

X

i

) ! �

i2I

C

p

(X

i

) zada-

jemy wzorem F (f) = (ff jX

i

g

i2I

). �

Je±li X jest przestrzeni¡ 
aªkowi
ie regularn¡ i D � X jest dowolnym podzbiorem, to

przez �

D

ozna
zamy odwzorowanie przestrzeni R

X

w R

D

przypisuj¡
e f 2 R

X

ob
i�
ie f jD.

Przestrze« C

D

(X) de�niujemy jako �

D

(C

p

(X)).

2.4. Przestrzenie Baire'a. Przestrze« topologi
zn¡ X nazywamy przestrzeni¡ Baire'a, je-

±li dla ka»dej rodziny zbiorów otwarty
h i g�sty
h U

n

� X (n 2 !) 
z�±¢ wspólna

T

n2!

U

n

jest zbiorem g�stym w X. Zauwa»my, »e przestrze« X jest przestrzeni¡ Baire'a wtedy i tylko

wtedy, gdy dla ka»dej rodziny zbiorów F

n

(n 2 !) domkni�ty
h, nigdzieg�sty
h w X suma

S

n2!

F

n

jest zbiorem brzegowym.

Przestrze« topologi
zn¡ X nazywamy przestrzeni¡ dziedzi
znie Baire'a, je±li dla ka»dego

domkni�tego podzbioru F � X, przestrze« F jest przestrzeni¡ Baire'a. Za
hodzi

Twierdzenie 2.4.1 (Oxtoby, [54℄). Je±li X jest metryzowaln¡, o±rodkow¡ przestrzeni¡ Ba-

ire'a, to przestrze« X

!

, rozpatrywana z topologi¡ produktow¡, jest tak»e przestrzeni¡ Baire'a.

Liter¡ S ozna
zamy przestrze« f0g [ f

1

n

: n 2 !g z topologi¡ odziedzi
zon¡ z R.

Fakt 2.4.2. Dla niepustej przestrzeni 
aªkowi
ie regularnej X, przestrze« C

p

(X � S) nie

jest przestrzeni¡ Baire'a.

Dowód. Nie
h x

0

2 X b�dzie dowolnym punktem. Zbiór

F

n

= ff 2 C

p

(X � S) : 8

k2!

f(x

0

;

1

k + 1

) 2 [�n;n℄g

jest domkni�ty. Zbiór F

n

jest tak»e nigdzieg�sty. Istotnie, nie
h f 2 C

p

(X � S) b�dzie

dowoln¡ funk
j¡. We¹my bazowe oto
zenie V = fg 2 C

p

(X�S) : jg(x

i

;

1

k

i

+1

)�f(x

i

;

1

k

i

+1

)j <

�; i = 1; : : : ; ng dla pewny
h fx

i

g

i=1;:::n

� X, fk

i

: i = 1; : : : ; ng � !, � > 0. Nie
h

l

0

2 ! n fk

i

g

i=1:::n

. Okre±lamy h : fx

i

;

1

k

i

+1

g

fi=1:::ng

[ fx

0

;

1

l

0

+1

g ! R jako h(x

i

;

1

k

i

+1

) =

f(x

i

;

1

k

i

+1

) (i = 1; : : : ; n), h(x

0

;

1

l

0

+1

) = n + 1. Przestrze« X � S jest 
aªkowi
ie regularna,

zbiór f(x

i

;

1

k

i

+1

g

i=1;:::;n

[ f(x

0

;

1

l

0

+1

)g � X � S jest sko«
zony. Zgodnie z twierdzeniem 2.1.1,

istnieje funk
ja g b�d¡
a rozszerzeniem h na przestrze« X � S. Zauwa»my, »e g 2 V , ale

g 62 F

n

, gdy» g(x

0

;

1

l

0

+1

) = n+ 1.
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Zauwa»my, »e je±li f 2 C

p

(X � S) to istnieje n 2 ! takie, »e f [fx

0

g � S℄ � [�n;n℄ dla

pewnego n 2 !, gdy» przestrze« fx

0

g � S jest zwarta. Zatem dla ka»dego f 2 C

p

(X � S)

istnieje n 2 ! takie, »e f 2 F

n

.

Podsumowuj¡
, za
hodzi równo±¢ C

p

(X � S) =

S

F

n

, ka»dy ze zbiorów jest domkni�ty i

nigdzieg�sty, zatem C

p

(X � S) nie jest przestrzeni¡ Baire'a. �

2.5. Wªasno±
i topologii na li
zba
h porz¡dkowy
h. Je±li � jest li
zb¡ porz¡dkow¡,

to istnieje na niej naturalna topologia porz¡dkow¡, dla której baz� stanowi¡ od
inki otwarte

(�; 
) (� < 
 � �) oraz od
inki [0; �) (� < �). Zbiór C � � jest nieograni
zony, je±li dla

ka»dej li
zby � < � istnieje 
 2 C, 
 � �. B�dziemy potrzebowali dodatkowy
h informa
ji

o podzbiora
h !

1

. Zbiór A � !

1

jest sta
jonarny, je±li dla ka»dego zbioru domkni�tego

i nieograni
zonego C � !

1

za
hodzi A \ C 6= ;. Zbiór A � !

1

jest niesta
jonarny je±li

A \ C = ; dla pewnego zbioru domkni�tego i nieograni
zonego C. Funk
ja f : A! !

1

jest

regresywna, je±li dla ka»dego � 2 A; � 6= 0 za
hodzi f(�) < �.

Lemat 2.5.1 (Fodor, [32℄, Theorem 22). Dla ka»dego zbioru sta
jonarnego A i ka»dej funk
ji

regresywnej f : A! !

1

istnieje zbiór sta
jonarny B � A na którym funk
ja f jest staªa.

Fakt 2.5.2 ([32℄, Theorem 7.4). Cz�±¢ wspólna przeli
zalnie wielu zbiorów domkni�ty
h

i nieograni
zony
h w !

1

jest domkni�ta i nieograni
zona w !

1

. Suma przeli
zalnie wielu

zbiorów niesta
jonarny
h jest niesta
jonarna.

Fakt 2.5.3. Dla ka»dej funk
ji 
i¡gªej f : !

1

! R istnieje � < !

1

takie, »e f(�) = f(�) dla

ka»dego � � �.

2.6. Przestrze« zbiorów zwarty
h K(X). Je±li (X; d) jest przestrzeni¡ metry
zn¡, to

de�niujemy przestrze« K(X) jako rodzin� wszystki
h niepusty
h zwarty
h podzbiorów X

wraz z metryk¡ Hausdor�a

dist(K;H) = maxfsup

x2K

d(x;H); sup

x2H

d(x;K)g

2.7. Zbiory borelowskie i rzutowe. Przestrze« topologi
zna X jest przestrzeni¡ polsk¡,

je±liX jest o±rodkowa i metryzowalna w sposób zupeªny. Wszystkie wyniki i poj�
ia z zakresu

deskryptywnej teorii mnogo±
i b�d¡ stosowane w odniesieniu do podzbiorów przestrzeni

polski
h.
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Nie
h X b�dzie ustalon¡ przestrzeni¡ polska. Podzbiór B � X jest borelowski, je±li

B nale»y do najmniejszego ��
iaªa generowanego przez podzbiory otwarte przestrzeni X.

Ka»dy zbiór, który mo»na przedstawi¢ jako prze
i�
ie przeli
zalnie wielu zbiorów otwarty
h

w X, nazywamy zbiorem typu G

Æ

w X. Ka»dy zbiór, który mo»na przedstawi¢ jako sum�

przeli
zalnie wielu zbiorów domkni�ty
h w X, nazywamy zbiorem typu F

�

w X. Funk
ja

f : X ! Y jest borelowska, je±li prze
iwobraz zbioru otwartego w X jest zbiorem otwartym

w Y . Funk
ja f : X ! Y jest borelowskim izomor�zmem, je±li f jest bijek
j¡ i f; f

�1

s¡

funk
jami borelowskimi.

Mówimy, »e przestrze« X nale»y do klasy �

1

1

e

lub, równowa»nie, »e X jest zbiorem ana-

lity
znym, je±li istnieje 
i¡gªe odwzorowanie z przestrzeni li
zb niewymierny
h !

!

na prze-

strze« X.

Je±li X jest podzbiorem przestrzeni polskiej Y , to mówimy, »e X nale»y do klasy �

1

1

e

lub,

równowa»nie, »e X jest zbiorem koanality
znym, je±li dopeªnienie zbioru X w przestrzeni Y

jest zbiorem anality
znym.

Klasa �

1

2

e

jest zde�niowana jako klasa ty
h przestrzeni metry
zny
h, o±rodkowy
h, które

mo»na przedstawi¢ jako 
i¡gªy obraz pewnego elementu z klasy �

1

1

e

. I
h dopeªnienia w

przestrzenia
h polski
h ozna
za si� jako �

1

2

e

; dla ka»dego n 2 ! de�niujemy przez induk
je,

posªuguj¡
 si� tymi samymi okre±leniami, klasy zbiorów �

1

n

e

oraz �

1

n

e

. Wszystkie te klasy

nazywa si� klasami rzutowymi.

Gdziekolwiek b�dziemy u»ywa¢ symbolu � na okre±lenie rodziny zbiorów, b�dziemy przy-

pusz
zali, »e opisuje on jedn¡ z klas�

1

n

e

lub �

1

n

e

(n � 1). Dla ustalonej przestrzeni X, symbol

�(X) opisuje rodzin� fA � X : A 2 �g. Mo»na sprawdzi¢ ([35℄, Proposition 37.1), »e je±li

X jest przestrzeni¡ polsk¡ to zbiór A nale»y do klasy �

1

n

e

(X) (n � 2) wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieje B 2 �

1

n�1

e

(X � 2

!

) taki, »e A = �

X

B, gdzie �

X

: X � 2

!

! X jest rzuto-

waniem �

X

(x; y) = x. Klasy rzutowe �

1

n

e

;�

1

n

e

, dla n > 0; n 2 !, s¡ zamkni�te ze wzgl�du

na branie otwarty
h i domkni�ty
h podzbiorów (ogólniej: borelowski
h podzbiorów), przeli-


zalny
h sum i prze
i�¢, homeomor�
zny
h obrazów, borelowski
h izomor�zmów i 
i¡gªy
h

prze
iwobrazów ([35℄, Proposition 37.1).

Wprost z de�ni
ji wnioskujemy, »e ka»dy zbiór borelowski jest anality
zny oraz koanali-

ty
zny a tak»e, »e za
hodz¡ zawierania �

1

n

e

;�

1

n

e

� �

1

n+1

e

\�

1

n+1

e

. Je±li dane s¡ przestrzenie
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X; Y to zbiór U � X � Y jest uniwersalnym dla klasy �(Y ), je±li dla ka»dego A 2 �(Y )

istnieje x 2 X taki, »e A = fy 2 Y : (x; y) 2 Ug. Za
hodzi

Twierdzenie 2.7.1 ([35℄, Theorem 37.7). W klasa
h �

1

n

e

(2

!

�2

!

);�

1

n

e

(2

!

�2

!

) istniej¡ zbiory

uniwersalne dla �

1

n

e

(2

!

);�

1

n

e

(2

!

) (n � 1).

O zbiorze uniwersalnym z klasy �

1

n

e

mo»na wykaza¢, »e nie nale»y on do klasy �

1

n

e

i

podobnie, o zbiorze z klasy �

1

n

e

mo»na wykaza¢, »e nie nale»y on do klasy �

1

n

e

.

Za
hodz¡ nast�puj¡
e

Twierdzenie 2.7.2 ([35℄, Theorem 14.12). Je±li f : X ! Y jest borelowsk¡ bijek
j¡ mi�-

dzy borelowskimi podprzestrzeniami X, Y pewny
h przestrzeni polski
h, to f

�1

jest funk
j¡

borelowska.

Twierdzenie 2.7.3 ([35℄, Theorem 14.11). Je±li A � X jest anality
znym podzbiorem prze-

strzeni polskiej X oraz X nA tak»e jest podzbiorem anality
znym, to A jest zbiorem borelow-

skim.

Twierdzenie 2.7.4 ([35℄, Exer
ise 14.13). Zbiór anality
zny jest przeli
zalny lub zawiera

homeomor�
zn¡ kopi� zbioru Cantora.

Mówimy, »e zbiór X w przestrzeni polskiej Y jest 
o najmniej�� (��hard, zob. [35℄, def.

22.9) je±li dla ka»dego zbioru C 2 �(2

!

) istnieje 
i¡gªe odwzorowanie f : 2

!

! Y takie, »e

C = f

�1

[X℄. Tak¡ funk
j� nazywamy reduk
j¡ zbioru C do zbioru X. W dalszym 
i¡gu

b�dzie potrzebowali dodatkowej wªasno±
i funk
ji f ; dokªadniej, b�dzie nam potrzebne

Twierdzenie 2.7.5. (Louveau,Saint�Raymond [42℄, Exer
ise 26.11 w ksi¡»
e [35℄) Je±li X

jest zbiorem 
o najmniej�� w przestrzeni polskiej Y , to dla ka»dego C 2 �(2

!

) istnieje 
i¡gªe,

ró»nowarto±
iowe przeksztaª
enie f : 2

!

! Y takie, »e C = f

�1

[X℄.

Zwró¢my uwag�, »e z powy»szego twierdzenia wynika

Uwaga 2.7.6. (Louveau, Saint�Raymond) Je±li X jest przestrzeni¡ 
o najmniej�� to X za-

wiera domkni�te homeomor�
zne kopie wszystki
h elementów �(2

!

).
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Mówimy, »e X is �-zupeªny je±li X jest 
o najmniej-� i X 2 �. Istnieje wiele natu-

ralny
h przykªadów zbiorów anality
znie, koanality
znie-zupeªny
h po
hodz¡
y
h z bada«

nad szeregami Fouriera, teori¡ wymiaru, teori¡ funk
ji rze
zywisty
h, teori¡ 
ontinuów ([35℄,

rozdziaªy 27,33). Jeden przykªad b�dzie dla nas sz
zególnie wa»ny

Twierdzenie 2.7.7. (Hurewi
z, Se
tion 12 w [22℄ lub Corollary 3(iii) w [34℄) Zbiór K(Q)

jest koanality
znie�zupeªny, gdzie Q jest zbiorem li
zb wymierny
h.

Zauwa»my tak»e, »e zbiory �-uniwersalne, wskazane w twierdzeniu 2.7.1 s¡ ��zupeªne.

Aksjomat Determina
ji Rzutowej (Determina
ja Rzutowa) jest zaªo»eniem teoriomnogo-

±
iowym podaj¡
ym pewne informa
je na temat istnienia strategii wygrywaj¡
y
h w tak

zwany
h gra
h rzutowy
h; dokªadna posta¢ tego aksjomatu nie b�dzie miaªa dla nas zna
ze-

nia. Mo»na udowodni¢, »e ten aksjomat za
hodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ dostate
z-

nie du»e li
zby kardynalne (por. [35℄, paragraf 26.B). U»ywaj¡
 podstawowy
h aksjomatów

Zermelo�Fraenkla (w ZFC) mo»na wykaza¢, »e niesprze
znie aksjomat Determina
ji Rzu-

towej jest faªszywy. W ZFC mo»na tak»e wykaza¢, »e nie mo»na wykaza¢ niesprze
zno±
i

aksjomatu Determina
ji Rzutowej z pozostaªymi aksjomatami ZFC; tak wi�
 jest to zaªo»e-

nie nie
o innego typu, ni» na przykªad Hipoteza Continuum (CH), aksjomat Martina, 
zy

zasada �.

Aksjomat Determina
ji Anality
znej (Determina
ja Anality
zna) jest dodatkowym zaªo»e-

niem teoriomnogo±
iowym, który wynika z Determina
ji Rzutowej; u»ywaj¡
 podstawowy
h

aksjomatów Zermelo�Fraenkla (w ZFC) mo»na wykaza¢, »e niesprze
znie aksjomat Deter-

mina
ji Anality
znej jest faªszywy. W ZFC mo»na tak»e wykaza¢, »e nie mo»na wykaza¢

niesprze
zno±
i aksjomatu Determina
ji Anality
znej z pozostaªymi aksjomatami ZFC.

Dla klasy � mówimy, »e ma ona wªasno±¢ uniformiza
ji, je±li dla pary przestrzeni polski
h

X; Y oraz A 2 �(X � Y ) istnieje B 2 �(X �Y ) taki, »e dla ka»dego x 2 X, je±li x 2 �

X

(A)

to istnieje i to dokªadnie jeden y 2 Y taki, »e (x; y) 2 B, gdzie �

X

: X � Y ! X jest

rzutowaniem zde�niowanym wzorem �

X

(x; y) = x. B�dziemy potrzebowali nast�puj¡
ego

Twierdzenie 2.7.8. (Mos
hovakis, Corollary 39.9 w [35℄) Przypu±¢my, »e speªniony jest

aksjomat Determina
ji Rzutowej. Nie
h A b�dzie zbiorem z klasy �

1

n

e

n � 3; n 2 !. Wtedy

istnieje zbiór C � 2

!

z klasy �

1

n

e

oraz 
i¡gªa bijek
j¡ ze zbioru C na A.
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Dowód. Wªa±
iwy wynik Mos
hovakisa (Corollary 39.9, [35℄) gªosi, »e przy zaªo»eniu Deter-

mina
ji Rzutowej klasy �

1

2k+2

e

oraz �

1

2k+1

e

(k 2 !) maj¡ wªasno±¢ uniformiza
ji. Nie
h A

b�dzie podzbiorem przestrzeni polskiej Y , A 2 �

1

n

e

(Y ) (n � 3; n 2 !). Z de�ni
ji klasy �

1

n

e

istnieje wtedy C

0

2 �

1

n�1

e

(2

!

) oraz 
i¡gªe odwzorowanie f : C

0

! Y takie, »e A = f [C

0

℄.

De�niujemy homeomor�zm F : C

0

! Y � 2

!

przy pomo
y wzoru F (x) = (f(x); x).

Zbiór G

0

= f(y; x) 2 C

0

� 2

!

: f(x) = yg = F [C

0

℄ jest homeomor�
zny z C

0

, a zatem

nale»y do klasy �

1

n�1

e

(Y � 2

!

). Zgodnie z twierdzeniem Mos
hovakisa, klasa �

1

n�1

e

lub klasa

�

1

n

e

ma wªasno±¢ uniformiza
ji; w sz
zególno±
i, istnieje G

1

2 �

1

n

e

(Y � 2

!

), G

1

� G

0

taki,

»e dla ka»dego y 2 A istnieje dokªadnie jeden x 2 2

!

, taki, »e (y; x) 2 G

1

. De�niujemy

C

1

= F

�1

[G

1

℄ � 2

!

. Skoro zbiór C

1

jest homeomor�
znym obrazem G

1

, to nale»y on do

klasy �

1

n

e

. Bior¡
 pod uwag� to, »e z warstw funk
ji f wybierali±my po dokªadnie jednym

punk
ie, funk
ja f ograni
zona do C

1

jest ró»nowarto±
iowa oraz A = f [C

1

℄. �

W przypadku klas �

1

1

e

i �

1

2

e

zaªo»enie o Determina
ji Rzutowej nie jest potrzebne:

Twierdzenie 2.7.9. (Mazurkiewi
z, Th. 39.3 w [41℄ dla �

1

1

e

, Kondo, Th. 36.14 w [35℄ dla

�

1

2

e

) Nie
h A b�dzie elementem klasy �

1

2

e

. Wtedy istnieje C, koanality
zny podzbiór zbioru

Cantora, oraz 
i¡gªa bijek
ja ze zbioru C na A.

W rozdziale po±wi�
onym zag�sz
zeniom (rozdziaª 4) b�dziemy potrzebowali nast�puj¡
ego

Twierdzenie 2.7.10. (Ke
hris, Louveau, Woodin, Lemma 1 w [34℄, Lemma 4.2 w [1℄) Je±li

B jest zbiorem �

1

n

e

�zupeªnym (n � 1) to K(B) jest zbiorem �

1

n+1

e

�zupeªnym.

To twierdzenie mo»na uzna¢ za uogólnienie wy»ej wzmiankowanego wyniku Hurewi
za

(twierdzenie 2.7.7). B�dziemy potrzebowali tak»e

Twierdzenie 2.7.11. (Hurewi
z, Theorem 21.18 w [35℄) Je±li A jest zbiorem anality
znym

w przestrzeni polskiej X oraz A nie jest zbiorem ��zwartym, to istnieje homeomor�
zna

kopia zbioru Cantora C � X taka, »e C \ A, C \ (X n A) s¡ g�stymi podzbiorami C, z

który
h pierwszy jest homeomor�
zny z przestrzeni¡ !

!

, a drugi z przestrzeni¡ Q .

oraz
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Lemat 2.7.12 (Wadge dla podzbiorów !

!

, Theorem 21.14 w [35℄, ogólnie Ke
hris w [36℄).

Zaªó»my, »e za
hodzi Determina
ja Rzutowa. Je±li A nale»y do klasy �

1

n

e

i nie nale»y do

klasy �

1

n�1

e

, to ka»dy zbiór C 2 �

1

n�1

e

(2

!

) mo»na zredukowa¢ do zbioru A.

Dowód. Je±li A jest podzbiorem przestrzeni !

!

, to mo»na zastosowa¢ metod� z dowodu

Theorem 21.14 ([35℄). Je±li A jest podzbiorem pewnej przestrzeni polskiej X, A 2 �

1

n

e

i

A 62 �

1

n�1

e

, to mo»emy znale¹¢ podzbiór domkni�ty F � !

!

oraz 
i¡gª¡, ró»nowarto±
iow¡

surjek
j� f : F ! X ([35℄, Theorem 13.7). Nie
h A

0

= f

�1

[F ℄. Wtedy A

0

nale»y do klasy

�

1

n

e

(jako 
i¡gªy prze
iwobraz zbioru A) i z drugiej strony, A

0

nie nale»y do klasy �

1

n�1

e

,

gdy» funk
ja f jest borelowskim izomor�zmem i je±liby A

0

2 �

1

n�1

e

to tak»e zbiór A byªby

elementem �

1

n�1

e

.

Nie
h C 2 �

1

n�1

e

(2

!

). Na mo
y wspomnianego wy»ej rozumowania Wadge istnieje 
i¡gªa

reduk
ja g zbioru C do zbioru A

0

. Zªo»enie g z funk
j¡ f redukuje zbiór C do zbioru A. �

2.8. Twierdzenia faktoryza
yjne. B�d¡ one sªu»yªy zredukowaniu problemów doty
z¡-


y
h przeksztaª
e« mi�dzy ogólnymi przestrzeniami topologi
znymi do problemów doty
z¡-


y
h przeksztaª
e« mi�dzy przestrzeniami metry
znymi o±rodkowymi.

Przypomnijmy (por. paragraf 2.3), »e je±li D jest podzbiorem przestrzeni 
aªkowi
ie re-

gularnej X to funk
ja �

D

jest rzutowaniem R

X

na R

D

, a przestrze« C

D

(X) jest obrazem

przestrzeni C

p

(X) przy tym rzutowaniu.

Twierdzenie 2.8.1. Je±li G = (G;+; 0) jest podgrup¡ ilo
zynu grup �

i2I

L

i

oraz h : G! H

jest 
i¡gªym homomor�zmem w grup� metry
zn¡ o±rodkow¡, to istnieje przeli
zalny zbiór

indeksów J � I oraz 
i¡gªy homomor�zm g : �

J

[G℄ ! H takie, »e za
hodzi równo±¢ h =

g Æ �

J

jG.

Dowód. Nie
h d b�dzie metryk¡ na H. Wtedy dla ka»dego n 2 ! istnieje otwarty zbiór

bazowy U

n

� �

i2I

L

i

stanowi¡
y oto
zenie 0

�

i2I

L

i

taki, »e zbiór h(U

n

\ G) jest zawarty w

kuli K

d

(0

H

;

1

n+1

). Bazowy zbiór otwarty U

n

zale»y od sko«
zenie wielu wspóªrz�dny
h J

n

.

Nie
h J =

S

J

n

.

Zauwa»my, »e je±li x 2 G, x

i

= 0

L

i

(i 2 J) to h(x) = 0, gdy» dla ka»dego n 2 ! jest x 2 U

n

a wi�
 h(x) 2 K

d

(0

H

;

1

n+1

). To pozwala zde�niowa¢ g : �

J

[G℄ ! H wzorem g(x) = h(y),

gdzie y jest dowolnym elementem �

�1

J

(x). Z takiej de�ni
ji wynika równo±¢ h = g Æ �

J

jG.
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Pozostaje sprawdzi¢, »e homomor�zm g jest 
i¡gªy. Dla ustalonego n 2 ! mamy wskaza¢

V � �

J

[G℄ takie, »e g[V ℄ � K

d

(0

H

;

1

n+1

). Wiemy, »e h[U

n

\ G℄ � K

d

(0

H

;

1

n+1

), a zatem

g[�

J

[U

n

℄\�

J

[G℄℄ � K

d

(0

H

;

1

n+1

), gdy» je±li y 2 (�

�1

J

[�

J

[U

n

℄\�

J

[G℄℄)\G to y 2 U

n

(bowiem

J

n

� J), a wi�
 h(y) 2 K

d

(0

H

;

1

n+1

). Mo»emy wi�
 okre±li¢ V = �

J

[U

n

℄\ �

J

[G℄. To dowodzi


i¡gªo±
i homomor�zmu g. �

Uwaga 2.8.2. W rozprawie zde
ydowali±my si� na stosowanie w odniesieniu do grup nota
ji,

w której dziaªanie ozna
zone jest przez +, a element neutralny przez 0 = 0

G

. Co wi�
ej,

przyjmujemy, »e wszystkie rozwa»ane przez nas grupy, o ile nie b�dzie powiedziane ina
zej,

s¡ abelowe. Ch
emy jednak podkre±li¢, »e w powy»szym rozumowaniu nie trzeba zakªada¢,

»e grupa G jest przemienna.

Twierdzenie 2.8.3 (Ar
hangielski, [5℄, Theorem 6). Je±li X jest przestrzeni¡ 
aªkowi
ie

regularn¡ to dla ka»dej przestrzeni metry
znej o±rodkowej Y i dla ka»dego 
i¡gªego prze-

ksztaª
enia f przestrzeni C

p

(X) w przestrze« Y , istnieje przeli
zalny zbiór D � X oraz

przeksztaª
enie 
i¡gªe g : C

D

(X)! Y takie, »e g Æ (�

D

jC

p

(X)) = f .

2.9. Li
zby d, b, 
ov(M) i inne. Zbiór A � !

!

jest dominuj¡
y, je±li dla ka»dej funk
ji

f 2 !

!

istnieje g 2 A taka, »e dla wszystki
h n 2 !, poza by¢ mo»e sko«
zenie wieloma,

za
hodzi nierówno±¢ f(n) � g(n). Zbiór A � !

!

jest wsz�dzie dominuj¡
y, je±li dla ka»dej

funk
ji f 2 !

!

istnieje g 2 A taka, »e dla wszystki
h n 2 !, za
hodzi nierówno±¢ f(n) � g(n).

De�niujemy d jako (zob. [18, Theorem 3.6℄)

minfjAj : A dominuj¡
y w !

!

g =

minfjAj : A wsz�dzie dominuj¡
y w !

!

g:

Zbiór A � !

!

jest nieograni
zony, je±li nie istnieje funk
ja g 2 !

!

taka, »e dla ka»dej

f 2 A i dla wszystki
h n 2 !, poza by¢ mo»e sko«
zenie wieloma, za
hodzi nierówno±¢

f(n) � g(n). Mo»na wykaza¢ ([18, Theorem 9.1℄), »e zbiór A � !

!

jest nieograni
zony

wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest zawarty w »adnym zbiorze ��zwartym. De�niujemy li
zb�

b jako

minfjAj : A nieograni
zony w !

!

g:
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Li
zb� 
ov(M) de�niujemy jako najmniejsz¡ li
zb� kardynaln¡ �, dla której istnieje ro-

dzina podzbiorów A

�

� R, A

�

pierwszej kategorii (� < �) taki
h, »e

S

�<�

A

�

= R. W

ksi¡»
e [9℄ mo»na znale¹¢ wi�
ej informa
ji na temat li
zb d i 
ov(M).

Li
zba 
 ozna
za mo
 zbioru 2

!

. Li
zby add(M) (zob. [9℄), u i g

5

(zob. [51℄) pojawiaj¡

si� w pra
y, jednak nie b�dziemy potrzebowali i
h de�ni
ji.

2.10. Drzewa, zbiór 
i¡gów sko«
zony
h. Przez !

<!

ozna
zamy zbiór wszystki
h 
i¡-

gów sko«
zony
h o wyraza
h ze zbioru !, wª¡
zaj¡
 w to 
i¡g pusty ;. Dla dowolnego 
i¡gu

sko«
zonego t, a w sz
zególno±
i dla t 2 !

<!

, de�niujemy jtj jako dªugo±¢ 
i¡gu t. Przez !

n

(n 2 !) ozna
zamy zbiór ft 2 !

<!

: jtj = ng. Dla danego 
i¡gu t 2 !

n

(n 2 !), przez [t℄

ozna
zamy zbiór fx 2 !

!

: xjn = tg. Mówimy, »e 
i¡g s 2 !

m

lub 
i¡g s 2 !

!

przedªu»a


i¡g t 2 !

n

(n � m), je±li dla ka»dego 0 � i < n za
hodzi t(i) = s(i); piszemy wtedy t � s.

Drzewo to podzbiór T � !

<!

taki, »e je±li t 2 T i s � t, to tak»e t 2 T . Dla zbioru

A � !

<!

i t 2 A de�niujemy A

t

= fs 2 A : t � sg.

Przez [T ℄ b�dziemy ozna
zali zbiór gaª�zi drzewa T , 
zyli zbiór ty
h wszystki
h 
i¡gów

z 2 !

!

taki
h, »e dla ka»dego n 2 ! za
hodzi zjn 2 T .

2.11. Filtry. Rodzina podzbiorów zbioru li
zba naturalny
h F � P(!) = 2

!

jest �ltrem,

je±li dla ka»dy
h A;B 2 F i ka»dego C � !, A � C za
hodzi A \B 2 F oraz C 2 F . Filtr

F � P(!) jest niegªówny, je±li nale»¡ do niego dopeªnienia wszystki
h zbiorów sko«
zony
h.

Filtr F jest wªa±
iwy, je±li ! 62 F . B�dziemy rozwa»a¢ wyª¡
znie �ltry wªa±
iwe i niegªówne.

Filtr F jest ultra�ltrem, je±li dla ka»dego A � ! za
hodzi A 2 F albo (! n A) 2 F .
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3. Przestrzenie N�stabilne i S�stabilne.

Za A.W. Ar
hangielskim mówimy, »e przestrze« X jest N�stabilna, je±li przestrze« C

p

(X)

jest liniowo homeomor�
zna z C

p

(X � !). Przestrze« X jest S�stabilna, je±li przestrze«

C

p

(X) jest liniowo homeomor�
zna z C

p

(X�S) (przestrze« S jest zde�niowana w paragra�e

2.4).

W tym rozdziale podamy przykªady przestrzeni topologi
zny
h które s¡ N�stabilne, ale

nie s¡ S�stabilne; pytanie o istnienie taki
h przykªadów sformuªowaª A.W. Ar
hangielski

w [3℄ (Problem 4). Ar
hangielski »¡daª w sformuªowaniu problemu przykªadów przestrzeni,

które byªyby l�stabilne, ale nie S�stabilne; de�ni
ja przestrzeni l�stabilnej nie b�dzie nam po-

trzebna. Wystar
zy nam, »e z Proposition 29,3O ([3℄) wynika, »e ka»da przestrze« N�stabilna

jest l�stabilna. Ostatni podany przez nas przykªad jest przestrzeni¡ metryzowaln¡, 
o jest

o tyle wa»ne, »e autor pytania z pra
y [3℄ rozpatruje poj�
ia N�stabilno±
i i l�stabilno±
i

gªównie w kontek±
ie przestrzeni metryzowalny
h. Jest to motywowane mi�dzy innymi tym,

»e wªa±nie dla przestrzeni metry
zny
h za
hodzi twierdzenie Dugundji ([52℄, Theorem 6.6.2),

stanowi¡
e wyj±
ie do u»y
ia metody faktoryza
yjnej w klasie przestrzeni funk
ji 
i¡gªy
h.

O zastosowania
h metody faktoryza
yjnej piszemy szerzej we wst�pie. Przykªad rozwa-

»any w paragra�e 3.4 znalazª w
ze±niej zastosowanie w pra
y [58℄ przy dowodzie, »e istnieje

przestrze« metryzowalna X taka, »e przestrze« C

p

(X) nie jest liniowo homeomor�
zna z

przestrzeni¡ C

p

(X

L

X).

Je±li dana jest przestrze« X, to element f 2 C

p

(X�!) b�dziemy traktowali jako 
i¡g f =

(f

n

)

n2!

zªo»ony z funk
ji f

n

2 C

p

(X), f

n

(x) = f(x; n). Podobnie, element f 2 C

p

(X�!�S)

b�dziemy zapisywali jako f = (f

n;s

)

n2!;s2S

, gdzie f

n;s

2 C

p

(X), f

n;s

(x) = f(x; n; s).

3.1. Pierwszy przykªad. Przykªad b�dzie skonstruowany przy pomo
y �ltrów na zbiorze

!. W paragra�e 2.11 zostaªy podane podstawowe de�ni
je doty
z¡
e �ltrów.

Dla danego �ltru F � P(!) de�niujemy przestrze« topologi
zn¡ !

F

jako zbiór punktów

! [ f1g wraz z topologi¡ dyskretn¡ na punkta
h ! i rodzin¡ oto
ze« punktu 1 w posta
i

fU : 9A 2 F U = A [ f1gg. Wiadomy jest

Fakt 3.1.1 ([19℄, twierdzenie 1.5.17). Przeli
zalne przestrzenie regularne s¡ normalne.

Przy jego pomo
y nietrudno wykaza¢
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Fakt 3.1.2. Dla ka»dego �ltru F , przestrze« !

F

jest przestrzeni¡ normaln¡.

Dowód. �atwo mo»emy sprawdzi¢ regularno±¢ przestrzeni !

F

; nast�pnie mo»emy skorzysta¢

z faktu 3.1.1 �

Przestrze« !

F

jest metryzowalna, je±li �ltr F skªada si� z dopeªnie« zbiorów sko«
zony
h

(wtedy przestrze« !

F

jest homeomor�
zna z przestrzeni¡ S).

Fakt 3.1.3. Je±li �ltr F jest ultra�ltrem niegªównym, to przestrze« !

F

nie jest metryzowalna.

Dowód. Punkt 1 nie ma przeli
zalnej bazy oto
ze« w !

F

. �

Twierdzenie 3.1.4 (Lutzer, M
Coy, [43℄). Je±li F jest ultra�ltrem, to przestrze« C

p

(!

F

)

jest przestrzeni¡ Baire'a.

Bierzemy za X = !

F

� !, gdzie F jest ultra�ltrem na !. Wtedy X i X � ! s¡ home-

omor�
zne. Na mo
y twierdze« 3.1.4, 2.4.1, przestrze« C

p

(X) = C

p

(!

F

�!) = C

p

(!

F

)

!

jest

przestrzeni¡ Baire'a. Z drugiej strony, na mo
y faktu 2.4.2, przestrze« C

p

(X � S) nie jest

przestrzeni¡ Baire'a, a wi�
 nie ma homeomor�zmu mi�dzy C

p

(X) i C

p

(X � S). Zatem X

jest przykªadem przestrzeni N�stabilnej, która nie jest S�stabilna.

3.2. Drugi przykªad. W tym paragra�e rozpatrujemy przestrze« !

1

z topologi¡ dyskretn¡.

Przestrze« L(�

1

) = !

1

[ f1g skªada si� ze zbioru D = !

1

zªo»onego z !

1

punktów izolowa-

ny
h oraz punktu 1, którego baz� oto
ze« stanowi rodzina

ff1g [ A � D [ f1g : D n A jest zbiorem przeli
zalnymg:

Zauwa»my, »e ka»da funk
ja rze
zywista, 
i¡gªa f : L(�

1

) ! R jest staªa, równa f(1)

dla wszystki
h d 2 D, po pomini�
iu 
o najwy»ej przeli
zalnie wielu. De�niujemy �(�

1

)

jako podprzestrze« C

p

(L(�

1

)), zªo»on¡ z ty
h funk
ji, które w niesko«
zono±
i s¡ równe 0.

Dla f 2 �(�

1

) de�niujemy �(f) = supf
 2 !

1

: f(
) 6= 0g. Nie
h f 2 C

p

(L(�

1

)); zadajemy

T : C

p

(L(�

1

))! �(�

1

) za pomo
¡ wzorów

T (f)(0) = f(1)

T (f)(�+ 1) = f(�)� f(1) dla � < !

T (f)(�) = f(�)� f(1) dla ! � � < !

1



24

Przeksztaª
enie T jest homeomor�zmem liniowym pomi�dzy C

p

(L(�

1

)) i �(�

1

).

Nie
h D

n

� D (n 2 !) b�d¡ takimi podzbiorami D, »e D

n

\D

m

= ; dla m 6= n, m;n 2 !

oraz

S

n2!

D

n

= D. Nie
h b

n

: D

n

! D b�dzie dowoln¡ bijek
j¡ (n 2 !).

Przestrze« �(�

1

) jest liniowo homeomor�
zna z przestrzeni¡ �(�

1

)

!

, gdy» 
i¡gowi (f

n

)

n2!

2

�(�

1

)

!

mo»emy przypisa¢ f 2 �(�

1

),

f(d) = f

n

(b

n

(d)) dla d 2 D

n

:

Posªuguj¡
 si� argumenta
j¡ zasugerowan¡ przez Romana Pola i przedstawion¡ w pra
y

magisterskiej [48℄ (rozdziaª 8), uzyskujemy

Fakt 3.2.1. Przestrze« �(�

1

) jest przestrzeni¡ dziedzi
znie Baire'a.

Dostajemy w ten sposób drugi przykªad przestrzeni, która jest N�stabilna, ale nie jest S�

stabilna. Fakty
znie, je±li X = L(�

1

)�!, to C

p

(X�!) i C

p

(X) s¡ liniowo homeomor�
zne,

a ponadto przestrze« C

p

(X) jest liniowo homeomor�
zna z �(�

1

), a wi�
 zgodnie z faktem

3.2.1, przestrze« �(�

1

) jest dziedzi
znie Baire'a; z drugiej strony C

p

(X�S), zgodnie z faktem

2.4.2, nie jest przestrzeni¡ Baire'a, wi�
 nie istnieje homeomor�zm mi�dzy przestrzeniami

C

p

(X) i C

p

(X � S).

3.3. Trze
i przykªad. W tym paragra�e rozpatrujemy !

1

z topologi¡ porz¡dkow¡ (por.

paragraf 2.5). Nie
h X = !

1

� !. O
zywi±
ie, przestrze« C

p

(X � !) jest liniowo home-

omor�
zna z C

p

(X), gdy» X i X � ! s¡ homeomor�
zne. By otrzyma¢ trze
i przykªad

przestrzeni N�stabilnej, ale nie S�stabilnej, pozostaje wykaza¢, »e C

p

(X) i C

p

(X �S) nie s¡

homeomor�
zne. Nasze rozumowanie b�dzie bardzo zbli»one do rozumowania Gulko ([25℄).

De�niujemy

E

�

= f(f

n

)

n2!

2 C

p

(X) : 8

n2!

funk
ja f

n

jest staªa po
zynaj¡
 od �g

i podobnie

F

�

= f(f

n;m

)

n2!;s2S

2 C

p

(X � S) : 8

n2!;m2S

funk
ja f

n;m

jest staªa po
zynaj¡
 od �g:

Zauwa»my, »e zgodnie z Faktem 2.5.3 za
hodz¡ równo±
i C

p

(X) =

S

�<!

1

E

�

, C

p

(X � S) =

S

�<!

1

F

�

. Przypu±¢my, »e istnieje liniowy homeomor�zm T : C

p

(X)! C

p

(X � S).

Lemat 3.3.1 (Gulko). Zbiór C = f� : T (E

�

) = F

�

g jest domkni�ty i nieograni
zony w !

1

.



25

Dowód. Fakty
znie, je±li �

0

< !

1

, to T (E

�

0

) jest o±rodkow¡ podprzestrzeni¡ C

p

(X � S), a

wi�
 T (E

�

0

) � F

�

0

dla pewnej li
zby �

0

. Podobnie, zbiór T

�1

(F

�

0

) jest zawarty w przestrzeni

E

�

1

, dla pewnego �

1

< !

1

; przez induk
j� de�niujemy �

n

; �

n

< !

1

takie, »e �

n

< �

n

< �

n+1

oraz, T (E

�

n

) � F

�

n

, T

�1

(F

�

n

) � E

�

n+1

(n 2 !).

De�niujemy 
 = sup

n2!

�

n

= sup

n2!

�

n

. Wtedy

T (

[

�<


E

�

) � F




oraz

T

�1

(

[

�<


F

�

) � E




:

W zwi¡zku z tym, »e

S

�<


E

�

jest g�st¡ podprzestrzeni¡ E




oraz

S

�<


F

�

jest g�st¡ pod-

przestrzeni¡ F




, to z 
i¡gªo±
i T , T

�1

i domkni�to±
i zbiorów E




, F




dostajemy T (E




) = F




,

oraz T

�1

(F




) = E




.

Je±li �

n

2 C, �

n

< �

n+1

(n 2 !), 
 = sup

n2!

�

n

2 C, to skoro

S

n2!

E

�

n

jest g�st¡

podprzestrzeni¡ E




,

S

n2!

F

�

n

jest g�st¡ podprzestrzeni¡ F




oraz T , T

�1

s¡ odwzorowaniami


i¡gªymi, to T (E




) = F




, T

�1

(F




) = E




. �

Lemat 3.3.2 (Gulko). Zbiór

D = f� < !

1

: 8(f

k

)

k2!

; (g

k

)

k2!

2 C

p

(X) [8

�<�;n2!

f

n

(�) = g

n

(�)℄ ,

[8

�<�;n2!;s2S

T ((f

k

)

k2!

)(�; n; s) = T ((g

k

)

k2!

)(�; n; s)℄g

jest domkni�ty i nieograni
zony w !

1

.

Dowód. Dla li
zby � < !

1

de�niujemy S

�

: C

p

(X)! C

p

(��!�S), S

�

(f) = T (f)j��!�S.

Podobnie de�niujemy R

�

: C

p

(X � S)! C

p

(�� !), R

�

(f) = T

�1

(f)j�� !.

Nie
h �

0

b�dzie ustalon¡ li
zb¡ mniejsz¡ ni» !

1

. Zgodnie z twierdzeniem faktoryza-


yjnym (twierdzenie 2.8.3) zastosowanym do funk
ji S

�

0

, istnieje li
zba �

0

> �

0

taka, »e

8(f

k

)

k2!

; (g

k

)

k2!

2 C

p

(X)

[8

�<�

0

;n2!

f

n

(�) = g

n

(�)℄) [8

�<�

0

;n2!;s2S

T ((f

k

)

k2!

)(�; n; s) = T ((g

k

)

k2!

)(�; n; s)℄:

Zgodnie z twierdzeniem 2.8.3, zastosowanym do funk
ji R

�

0

, mo»emy wybra¢ li
zb� �

1

> �

0

tak¡, »e 8(f

k

)

k2!

; (g

k

)

k2!

2 C

p

(X)

[8

�<�

1

;n2!;s2S

T ((f

k

)

k2!

)(�; n; s) = T ((g

k

)

k2!

)(�; n; s)℄) [8

�<�

0

;n2!

f

n

(�) = g

n

(�)℄:
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Twierdzenie 2.8.3 pozwala nam wybra¢ li
zby �

0

< �

0

< �

1

< �

1

< : : : < !

1

takie, »e

8(f

k

)

k2!

; (g

k

)

k2!

2 C

p

(X)

[8

�<�

n

;n2!

f

n

(�) = g

n

(�)℄) [8

�<�

n�1

;n2!;s2S

T ((f

k

)

k2!

)(�; n; s) = T ((g

k

)

k2!

)(�; n; s)℄;

oraz

[8

�<�

n

;n2!;s2S

T ((f

k

)

k2!

)(�; n; s) = T ((g

k

)

k2!

)(�; n; s)℄) [8

�<�

n�1

;n2!

f

n

(�) = g

n

(�)℄:

Li
zba sup

n2!

�

n

= sup

n2!

�

n

jest wi�ksza ni» �

0

i nale»y do zbioru D. To dowodzi, »e D

jest zbiorem nieograni
zonym. �atwo sprawdzi¢, »e zbiór D jest domkni�ty. �

De�niujemy E(�; �) jako zbiór funk
ji z C

p

(X), które zeruj¡ si� dla wszystki
h (
; n) 2

�� ! i s¡ staªe dla wszystki
h (
; n), 
 � �, n 2 !. Analogi
znie, de�niujemy F (�; �) jako

zbiór funk
ji z C

p

(X �S), które zeruj¡ si� dla wszystki
h (
; n; s) 2 ��!�S i s¡ staªe dla

wszystki
h (
; n; s) taki
h, »e 
 � �, n 2 !, s 2 S.

Bierzemy � 2 D \ Lim oraz � 2 C \ Lim, � > �, gdzie Lim jest zbiorem wszystki
h li
zb

grani
zny
h, mniejszy
h ni» !

1

. Zgodnie z lematami 3.3.1, 3.3.2, za
hodzi T (E(�; �)) =

F (�; �). Nie
h

G

�

= f(f

n

)

n2!

2 E(�; �) : 8

n2!

f

n

(�) = 0g

oraz

H

�

= f(g

n;s

)

n2!;S2S

2 F (�; �) : 8

n2!;s2S

g

n;s

(�) = 0g:

De�niujemy

G

0

�

= f(f

n

)

n2!

2 E(�; �) : 8

n2!

f

n

staªa na od
inku (�; �℄g;

H

0

�

= f(g

n;s

)

n2!

2 F (�; �) : 8

n2!;s2S

g

n;s

staªa na od
inku (�; �℄g:

Ka»d¡ funk
j� f 2 E(�; �) mo»emy jednozna
znie zapisa¢ jako f

0

+ f

1

, gdzie f

0

2 G

�

,

f

1

2 G

0

�

i podobnie ka»d¡ funk
j� g 2 F (�; �) mo»na zapisa¢ jednozna
znie jako g

0

+ g

1

,

gdzie g

0

2 H

�

, g

1

2 H

0

�

.

Przypu±¢my, »e T (G

�

) = H

�

. Wtedy mamy T (f) = T (f

0

+ f

1

) = T (f

0

) + T (f

1

) oraz

T

�1

(g

0

+ g

1

) = T

�1

(g

0

) + T

�1

(g

1

), gdzie f = f

0

+ f

1

oraz g = g

0

+ g

1

to wy»ej opisane

rozkªady. Nie
h �

F

, �

G

b�d¡ rzutami z odpowiednio, przestrzeni E(�; �) na G

0

�

oraz z

przestrzeni F (�; �) na H

0

�

. De�niujemy T

1

: G

0

�

! H

0

�

, T

1

(f) = �

G

(T (�

�1

F

(f))); je±li

(g�h) 2 G

�

to T (g)�T (h) 2 H

�

, a wi�
 T

1

jest dobrze zde�niowany; podobnie de�niujemy
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T

�1

1

. T

1

jest liniowym homeomor�zmem G

0

�

na H

0

�

; to przywodzi nas do sprze
zno±
i, gdy»

przestrze« G

0

�

jest liniowo homeomor�
zna z R

!

, przestrze« H

0

�

jest liniowo homeomor�
zna

z R

!

�C

p

(S) z który
h pierwsza jest przestrzeni¡ metryzowaln¡ w sposób zupeªny, a druga,

zgodnie z faktem 2.4.2, nie jest przestrzeni¡ Baire'a.

Uzyskujemy wi�
 wniosek, »e albo T (G

�

) 6� H

�

, albo T

�1

(H

�

) 6� G

�

. Je±li T (G

�

) 6� H

�

to

bierzemy funk
j� f

�

= (f

�

n

)

n2!

2 G

�

dla której T (f

�

) nie nale»y doH

�

. Je±li T

�1

(H

�

) 6� G

�

,

to bierzemy funk
j� g

�

= (g

�

n;s

)

n2!;s2S

2 H

�

dla której T

�1

(g

�

) nie nale»y do G

�

.

Ozna
zamy �

0

= �, �

0

= � i powtarzamy powy»sz¡ pro
edur� dla pary �

1

2 D, �

1

2 C,

�

0

< �

0

< �

1

< �

1

. Przez induk
j�, ze wzgl�du na 
 < !

1

, budujemy 
i¡g li
zb i funk
ji,

które za±wiad
zaj¡ o tym, »e T (G

�




) 6= H

�




. Przypu±¢my najpierw, »e dla nieprzeli
zalnie

wielu kroków zaszªa mo»liwo±¢ T (G

�




) 6� H

�





zyli, »e dla nieprzeli
zalnie wielu 
 < !

1

udaªo nam si� wybra¢ funk
je f

�




= (f

�




k

)

k2!

2 G

�




takie, »e T (f

�




) 62 H

�




. Mo»emy

znale¹¢ n

0

2 !, s

0

2 S oraz � > 0 takie, »e dla nieprzeli
zalnie wielu 
 < !

1

mamy

jT (f

�




)(�




; n

0

; s

0

)j � �. Nie
h 


n+1

> 


n

b�dzie rosn¡
ym 
i¡giem taki
h 
 i nie
h Æ =

sup

n2!




n

. Wtedy dla ka»dego (
; k) 2 !

1

� ! za
hodzi f

�




n

(
; k) ! 0 przy n ! 1,

a jedno
ze±nie jT (f

�




n

)(Æ; n

0

; s

0

)j � �, 
o daje sprze
zno±¢ z przypusz
zeniem, »e T jest


i¡gªym przeksztaª
eniem takim, »e T (0) = 0.

Rozumujemy analogi
znie, je±li dla nieprzeli
zalnie wielu kroków zaszªa mo»liwo±¢ T

�1

(H

�




) 6�

G

�




. To dowodzi, »e nie istnieje liniowy homeomor�zm pomi�dzy C

p

(X � S) i C

p

(X).

Uwaga 3.3.3. Ina
zej, ni» w oryginalnym przykªadzie Gulki ([25℄), gdzie dowodzi si�, »e nie

istnieje homeomor�zm mi�dzy przestrzeniami C

p

(!

1

) i C

p

(!

1

L

!

1

), nie mo»emy w naszym

rozumowaniu posªu»y¢ si� argumentem, »e nie istnieje homeomor�zm mi�dzy przestrzeniami

E(�; �) i F (�; �), który przeprowadza G

�

na H

�

(�; � < !

1

, przedziaª (�; �) niesko«
zony).

Cho¢ przestrzenie G

0

�

, H

0

�

, dopeªniaj¡
e G

�

i H

�

do przestrzeni E(�; �) i F (�; �), nie s¡

homeomor�
zne, to dzi�ki [52, Theorem 6.12.15℄ istnieje homeomor�zm mi�dzy G

�

i H

�

,

który rozszerza si� do homeomor�zmu mi�dzy E(�; �) i F (�; �) ([10, Theorem 3.2℄).

3.4. Przykªad metryzowalnej przestrzeni N�stabilnej, ale nie S�stabilnej. Odwzo-

rowanie x ! P (x), które z punktem x 2 X wi¡»e podzbiór przestrzeni Y , nazywamy

póª
i¡gªym dolnie, je±li dla ka»dego zbioru otwartego U � Y , zbiór fx 2 X : P (x) \ U 6= ;g

jest otwarty.
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Je±li T : C

p

(X)! C

p

(Y ) jest liniowym odwzorowaniem na przestrze« C

p

(Y ), to z ka»dym

y 2 Y mo»emy zwi¡za¢ kanoni
znie ([52, Rozdziaª 6.8℄) sko«
zony zbiór supp(y) � X oraz

li
zby fa

x

g

x2supp(y)

takie, »e dla ka»dej funk
ji f 2 C

p

(X) za
hodzi

T (f)(y) =

X

x2supp(y)

a

x

f(x):

Zbiór supp(y) nazywamy no±nikiem punktu y. Zauwa»my, »e jest to inny poj�
ie no±nika,

ni» to, które b�dziemy u»ywa¢ w rozdziale 6 i w paragra�e 7.2. Dla podzbioru A � Y przez

supp(A) ozna
zamy sum� no±ników punktów z A.

Odwzorowanie y ! supp(y) ma nast�puj¡
e wªasno±
i (do który
h b�dziemy dalej odwo-

ªywali si�, jako do wªasno±
i no±ników):

(1) ([52, Lemma 6.8.2(2)℄) jest póª
i¡gªe dolnie, a w sz
zególno±
i dla ka»dego A � Y i

y 2 
l

Y

(A) za
hodzi

supp(y) � 
l

X

(supp(A));

(2) ([52, Theorem 6.8.3℄) je±li S � Y jest zbiorem zwartym, to


l

X

(supp(S)) jest zwartym podzbiorem X:

(3) ([52, Lemma 6.8.2(5)℄) je±li T jest liniowym homeomor�zmem oraz x ! supp(x)

jest no±nikiem przeksztaª
enia odwrotnego T

�1

, to dla ka»dego y 2 Y za
hodzi y 2

supp(supp(y)).

Dla ka»dej li
zby grani
znej � < !

1

ustalamy 
i¡g (x

�

n

)

n2!

taki, »e x

�

n

< � oraz sup

n2!

x

�

n

=

�. Przestrzeni¡ Stone'a b�dziemy nazywali zbiór

E = f(x

�

n

)

n2!

: � < !

1

; � grani
znag � !

!

1

wraz z metryk¡ d(x; y) =

1

n+1

gdzie n 2 ! najmniejsza li
zba naturalna, dla której x(n) 6=

y(n) (x 6= y) .

Nie
h X b�dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡ 
i�»aru !

1

. Wst�puj¡
y 
i¡g

A

1

� A

2

� : : : � A

�

: : : � X; � < !

1

nazywamy dopusz
zalnym, je±li jA

�

j � ! oraz


l(

[

fA

�

: � < !

1

g) = X; i A

�

=

[

fA

�

: � < �g
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dla grani
zny
h �.

Dla grani
zny
h li
zb � < !

1

de�niujemy warstw� na poziomie � wzgl�dem 
i¡gu dopusz-


zalnego jako




A

�

= 
l(A

�

) n

[

f
l(A

�

) : � < �g

Za
hodzi

Twierdzenie 3.4.1 (R. Pol, Corollary 2.3 [57℄). Dla ka»dy
h dwó
h 
i¡gów dopusz
zalny
h

w przestrzeni metryzowalnej X 
i�»aru !

1

, warstwy okre±lone przez te 
i¡gi s¡ równe na

wszystki
h pozioma
h, po pomini�
iu niesta
jonarnie wielu.

Dla przestrzeni Stone'a E ustalamy 
i¡g dopusz
zalny

E

�

= f(x

�

n

)

n2!

: � < �; � grani
znag:

Powtarzaj¡
 rozumowanie Stone'a ([69℄,Rozdziaª 5) wyka»emy, »e wszystkie warstwy wzgl�-

dem tego 
i¡gu, za wyª¡
zeniem niesta
jonarnie wielu, s¡ jednopunktowe.

Zauwa»my najpierw, »e je±li � < �, to (x

�

n

) 62 
l(E

�

), gdy» dla pewnego n

0

2 ! mamy

x

�

n

> � dla wszystki
h n 2 !; n � n

0

(a wi�
 odlegªo±¢ od punktu (x

�

n

)

n2!

do zbioru E

�

wynosi 
o najmniej

1

n

0

+1

).

Zatem dla ka»dego grani
znego � < !

1

warstwa




E

�

jest pusta lub skªada si� z punktu

f(x

�

n

)g

n2!

. Przypu±¢my, »e dla wszystki
h � z pewnego zbioru domkni�tego i nieograni
zo-

nego C � !

1

warstwy




E

�

s¡ puste. Z ka»d¡ li
zb¡ � 2 C mo»emy zwi¡za¢ li
zb� naturaln¡

n

�

2 !, dla której kula o promieniu

1

n

�

b�dzie miaªa puste prze
i�
ie ze zbiorem E

�

. Z

de�ni
ji metryki d dostajemy, »e dla ka»dego � < � istnieje n < n

�

takie, »e x

�

n

6= x

�

n

.

De�niujemy C

n

= f� 2 C : n

�

= ng. Zgodnie z faktem 2.5.2, istnieje n

0

2 ! takie, »e

zbiór C

n

0

jest sta
jonarny. De�niujemy A

0

= C

n

0

oraz f

k

: C ! !

1

, wzorem f

k

(�) = x

�

k

(k 2 !). Funk
ja f

0

jest regresywna i zgodnie z lematem 2.5.1, istnieje sta
jonarny zbiór

A

1

� A

0

taki, »e f

0

jest staªa na A

1

. Induk
yjnie, dla k � n

0

, de�niujemy A

k+1

� A

k

takie,

»e f

k

jest staªe na A

k+1

.

Nie
h �; � 2 A

n

0

, � < �. Funk
je f

k

(0 � k < n

0

) s¡ staªe na zbiorze A

n

0

, a wi�


x

�

k

= f

k

(�) = f

k

(�) = x

�

k
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dla ka»dego 0 � k < n

0

. Skoro n

�

= n

0

, to dostajemy sprze
zno±¢ z przypusz
zeniem,

»e odlegªo±¢ od (x

�

n

)

n2!

do E

�

wynosi 
o najmniej

1

n

�

. To dowodzi, »e dla wszystki
h �

grani
zny
h, za pomini�
iem niesta
jonarnie wielu, warstwa




E

�

jest równa f(x

�

n

)

n2!

g.

Uwaga 3.4.2. Rozumowanie Stone'a wraz z twierdzeniem 3.4.1 przekonuje, »e dla ka»dego


i¡gu dopusz
zalnego w przestrzeni E, wszystkie warstwy wyzna
zone przez ten 
i¡g, za po-

mini�
iem niesta
jonarnie wielu, s¡ jednopunktowe. Wobe
 tego wnioskujemy z twierdzenia

3.4.1, »e dla ka»dego 
i¡gu dopusz
zalnego w przestrzenia
h E � !, E � ! � S, wszystkie

warstwy, po pomini�
iem niesta
jonarnie wielu, s¡ posta
i f(x

�

n

)

n2!

g � ! i odpowiednio,

f(x

�

n

)

n2!

g � ! � S.

Wykorzystamy t¡ uwag� przy dowodzie nast�puj¡
ego twierdzenia:

Twierdzenie 3.4.3. Nie istnieje liniowy homeomor�zm mi�dzy przestrzeniami C

p

(E�!) i

C

p

(E � ! � S).

Przed dowodem zauwa»my, »e przestrze« X = E � ! jest przykªadem przestrzeni me-

try
znej takiej, »e C

p

(X) i C

p

(X � !) s¡ liniowo homeomor�
zne (gdy» X i X � ! s¡

homeomor�
zne), natomiast, w ±wietle twierdzenia 3.4.3, przestrzenie C

p

(X � S) i C

p

(X)

nie s¡ liniowo homeomor�
zne.

Dowód. Przypu±¢my, »e istnieje liniowy homeomor�zm T : C

p

(X) ! C

p

(Y ), gdzie X =

E � ! oraz Y = X � S. Nie
h

Nie
h

A

0

1

� A

0

2

� : : : � A

0

�

: : : � X (� < !

1

);

b�dzie dowolnym 
i¡giem dopusz
zalnym w przestrzeni X.

Dla n 2 ! de�niujemy przez induk
j� zbiory

B

n

�

=

[

fsupp(x) : x 2 A

n

�

g

gdzie supp(x) jest no±nikiem punktu x wzgl�dem przeksztaª
enia T

�1

i

A

n+1

�

=

[

fsupp(y) : y 2 B

n

�

g;
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gdzie supp(y) jest no±nikiem punktu y wzgl�dem przeksztaª
enia T . Ostate
znie, dla ka»dego

� < !

1

kªadziemy

C

�

=

[

n2!

A

n

�

oraz

D

�

=

[

n2!

B

n

�

Wtedy 
i¡g

C

0

� C

1

� : : : � C

�

� : : : � X; � < !

1

;

i 
i¡g

D

0

� D

1

� : : : � D

�

� : : : � Y; � < !

1

;

s¡ dopusz
zalne i dodatkowo speªniaj¡ warunki C

�

= supp(D

�

) i D

�

= supp(C

�

) dla ka»dego

� < !

1

. Wyja±nimy, dla
zego suma

S

�<!

1

D

�

jest g�sta w Y . Nie
h y 2 Y b�dzie dowolnym

punktem. Zgodnie z wªasno±
i¡ 3 no±ników istnieje x 2 supp(y) taki, »e y 2 supp(x). Wiemy

tak»e, »e 
i¡g fC

�

g

�<!

1

jest dopusz
zalny, a w sz
zególno±
i x 2 
l

X

(

S

�<!

1

C

�

). Zgodnie z

wªasno±
i¡ 1 no±ników mamy supp(x) � 
l

Y

(supp

S

�<!

1

C

�

). Z równo±
i supp(

S

�<!

1

C

�

) =

S

�<!

1

D

�

, wnioskujemy, »e y 2 supp(x) � 
l

Y

(

S

�<!

1

D

�

). To dowodzi, »e zbiór

S

�<!

1

D

�

jest g�sty w Y .

Zgodnie z uwag¡ 3.4.2, istnieje � < !

1

takie, »e

b

C

�

= f(x

�

n

)

n2!

g�! oraz

b

D

�

= f(x

�

n

)

n2!

g�

! � S. Ustalamy S

0

, kopi� S w

b

D

�

. Zgodnie z wªasno±
i¡ no±ników 2 wiemy, »e R =


l

X

(supp(S

0

)) jest zwartym podzbiorem X. Wªasno±¢ 1 no±ników razem z faktem, »e

supp(D

�

) = C

�

implikuje, »e zbiór R jest podprzestrzeni¡ 
l

X

(C

�

). Cze±¢ wspólna R i

b

C

�

jest sko«
zona, gdy» zbiór

b

C

�

jest dyskretny i domkni�ty, a R jest przestrzeni¡ zwart¡.

To dowodzi, »e mo»emy znale¹¢ y 2 S

0

n supp(R \

b

C

�

).

B�dziemy d¡»yli do sprze
zno±
i z faktem, »e y 2

S

fsupp(x) : x 2 supp(y)g (jest to

wªasno±¢ (3) no±ników). Zbiór supp(y) zapisujemy jako sum� supp(y) = X

1

[ X

2

, gdzie

X

1

= supp(y) \




C

�

oraz X

2

= supp(y) n X

1

�

S

�<�


l

X

(C

�

); istnieje � < � takie, »e

X

2

� 
l

X

(C

�

).

Zgodnie z wyborem y, mamy y 62 supp(X

1

). Z drugiej strony, dzi�ki wªasno±
i 1 no±ników

i równo±
i supp(C

�

) = D

�

, mamy

supp(X

2

) � supp(
l

X

(C

�

)) � 
l

Y

(D

�

);
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W sz
zególno±
i supp(X

2

) \




D

�

= ;. Doszli±my wi�
 do wniosku, »e y 62 supp(X

1

) [

supp(X

2

) =

S

fsupp(x) : x 2 supp(y)g, 
o daje sprze
zno±¢ z wªasno±
i¡ 3 no±ników. �
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4. Zag�sz
zenia przestrzeni C

p

(X) na przestrzenie zwarte.

4.1. Wprowadzenie. Odwzorowanie f : X ! Y przestrzeni topologi
zny
h X i Y na-

zywamy zag�sz
zeniem, je±li f jest 
i¡gª¡ bijek
j¡. Zauwa»my, »e istnienie zag�sz
zenia

f : X ! Y na pewn¡ przestrze« zwart¡ Y , jest równowa»ne istnieniu sªabszej zwartej

topologii na X. Za
hodzi ogólnie znany

Fakt 4.1.1. Je±li X jest przestrzeni¡ lokalnie zwart¡, to istnieje zag�sz
zenie X na prze-

strze« zwart¡.

Dowód. Mo»emy przypusz
za¢, »e X jest przestrzeni¡ niesko«
zon¡; ustalamy punkt x 2 X.

Bierzemy !(X), jednopunktowe uzwar
enie przestrzeni X, powstaªe przez dodanie punktu

1. Nie
h i : X ! !(X) b�dzie wªo»eniem homeomor�
znym X w uzwar
enie !(X).

De�niujemy Y jako przestrze« powstaª¡ z !(X) przez sklejenie punktów 1 i x. Przez

q : !(X)! Y ozna
zamy przeksztaª
enie ilorazowe. De�niujemy zag�sz
zenie X na Y jako

zªo»enie q Æ i. �

Z drugiej strony, przestrzeni li
zb wymierny
h Q nie mo»na zag�±
i¢ na przestrze« zwart¡.

Je±li A jest podzbiorem anality
znym, nieborelowskim pewnej przestrzeni polskiej X, to A

nie mo»na zag�±
i¢ do przestrzeni zwartej, metry
znej K; fakty
znie, ka»de takie zag�sz
ze-

nie, na mo
y twierdzenia 2.7.3, zadawaªoby izomor�zm borelowski pomi�dzy A i przestrzeni¡

zwart¡ K. Wtedy zbiór A byªby ró»nowarto±
iowym borelowskim obrazem przestrzeni K, a

wi�
 A byªby zbiorem borelowskim w X (twierdzenie 2.7.2), wbrew naszemu przypusz
zeniu

o A.

W tym rozdziale symbol � b�dzie ozna
zaª jedn¡ z klas rzutowy
h �

1

n

e

lub �

1

n

e

(n � 1).

Podamy uogólnienie wyników z [59℄, posªuguj¡
 pewnym ulepszeniem metody podanej przez

Pytkiejewa w [59℄; metoda Pytkiejewa byªa u»ywana tak»e w [40℄. Nie
h m b�dzie ustalon¡

li
zb¡ naturaln¡. De�niujemy

C

m

= fx 2 I

!

: istnieje n

0

2 ! takie, »e x

n

=

1

m + 1

dla ka»dego n � n

0

g:

Przez �

k

ozna
zamy rzutowanie na k�t¡ (k 2 !) o± produktu kartezja«skiego I

!

. Przez

�

1

k

, �

2

k

(k 2 !) ozna
zamy rzutowania na osie produktu kartezja«skiego I

!

�I

!

, �

i

k

(x

1

; x

2

) =

x

i

k

= �

k

(x

i

) (i = 1; 2).
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Lemat 4.1.2. Nie
h � b�dzie jedn¡ z klas rzutowy
h �

1

n

e

, �

1

n

e

(n � 1) i nie
h X b�dzie

elementem �, M � X domkni�t¡ podprzestrzeni¡ X, oraz nie
h f b�dzie 
i¡gªym, ró»nowar-

to±
iowym odwzorowaniem f :M ! I

!

�(I

!

nC

m

) takim, »e f [M ℄ jest elementem �(I

!

�I

!

).

Wtedy istnieje g : X ! I

!

�I

!


i¡gªe, ró»nowarto±
iowe odwzorowanie rozszerzaj¡
e f , oraz

takie, »e g(X nM) � I

!

� C

m

. Co wi�
ej, obraz g[X℄ jest elementem �(I

!

� I

!

).

Dowód. Nie
h h b�dzie homeomor�
znym wªo»eniem przestrzeni X w I

!

. Mo»emy przyj¡¢,

»e dla ka»dego k 2 ! zbiór fn 2 ! : �

n

Æ h = �

k

Æ hg jest niesko«
zony; fakty
znie, maj¡


dowolne wªo»enie, wystar
zy wzi¡¢ przek¡tn¡ �

n2!

h ! �

n2!

I

!

= I

!

. W przestrzeni me-

try
znej, o±rodkowej ka»dy zbiór otwarty jest typu F

�

, 
zyli mo»na przedstawi¢ go jako sum�

przeli
zalnie wielu zbiorów domkni�ty
h. W sz
zególno±
i istniej¡ M

k

(k 2 !), podzbiory

domkni�te przestrzeni X takie, »e M

k

�M

k+1

oraz

S

k2!

M

k

= X nM .

Dla ustalonej li
zby k 2 ! de�niujemy

h

1

k

:M

k

[M ! [0; 1℄

h

2

k

:M

k

[M ! [0; 1℄

za pomo
¡ nast�puj¡
ej formuªy

h

1

k

(x) =

8

<

:

�

1

k

(f(x)) dla x 2M;

�

k

(h(x)) dla x 2M

k

:

h

2

k

(x) =

8

<

:

�

2

k

(f(x)) dla x 2M;

1

m+1

dla x 2M

k

:

Zgodnie z twierdzeniem Tietzego, istniej¡ g

1

k

, g

2

k


i¡gªe przedªu»enia funk
ji h

1

k

, h

2

k

(k 2 !)

na 
aª¡ przestrze« X. De�niujemy g

1

i g

2

jako przek¡tn¡ przeksztaª
e« g

1

k

i g

2

k

(k 2 !) oraz

funk
j� g jako przek¡tn¡ przeksztaª
e« g

1

i g

2

. Zauwa»my, »e taka de�ni
ja gwarantuje, »e

funk
j¡ g zgadza si� z funk
j¡ f na podprzestrzeni M .

Nie
h k b�dzie ustalon¡ li
zb¡ naturaln¡. Dla ka»dego l 2 ! ustalamy li
zb� n

l

> k

tak¡, »e �

n

l

Æ h = �

l

Æ h. Przek¡tna przeksztaª
e« fg

1

n

l

g

l2!

, po ograni
zeniu do pod-

przestrzeni M

k

, jest równa homeomor�
znemu wªo»eniu przestrzeni M

k

w kostk� I

!

. To

ozna
za, »e g (który zde�niowali±my jako przek¡tn¡ pewnej rodziny przeksztaª
e«, do któ-

rej nale»¡ wszystkie funk
je g

1

n

l

, l 2 !), po ograni
zeniu do M

k

jest homeomor�
znym

wªo»eniem. Klasa � jest zamkni�ta na domkni�te podprzestrzenie, homeomor�zmy oraz
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przeli
zalne sumy. Dodatkowo zaªo»yli±my, »e obraz f [M ℄ jest elementem �. Zatem obraz

g[X℄ = g[

S

k2!

M

k

[M ℄ =

S

k2!

g[M

k

℄ [ f [M ℄ jest tak»e elementem �.

Wyka»emy teraz, »e zbiór g[X nM ℄ zawiera si� w I

!

� C

m

. Je±li x 2 X nM to x 2 M

k

0

dla pewnego k

0

2 !. Dla ka»dego k � k

0

(k 2 !) mamy h

2

k

(x) =

1

m+1

. To ozna
za, »e

g(x) 2 I

!

� C

m

.

Powinni±my jesz
ze sprawdzi¢, »e g jest funk
j¡ ró»nowarto±
iow¡. Zauwa»my, »e wynika

to z nast�puj¡
y
h obserwa
ji:

� rodzina fM

k

g

k2!

jest wst�puj¡
a,

� funk
ja g, po ograni
zeniu do zbioru M

k

(k 2 !) jest ró»nowarto±
iowa; podobnie,

funk
ja g ograni
zona do zbioru M jest ró»nowarto±
iowa,

� za
hodzi g(M) \ g(X nM) = ;.

�

Wyka»emy teraz

Twierdzenie 4.1.3. Je±li X jest zbiorem �

1

1

e

�zupeªnym lub �

1

2

e

�zupeªnym, to istnieje 
i¡gªe,

ró»nowarto±
iowe odwzorowanie przestrzeni X na przestrze« I

!

� I

!

. Przy dodatkowym

zaªo»eniu Determina
ji Rzutowej, takie odwzorowanie istnieje dla przestrzeni X, która jest

�

1

n

e

�zupeªna (n � 3).

Dowód. Nie
h n > 0; n 2 ! b�dzie ustalon¡ li
zb¡ naturaln¡ i nie
h Y b�dzie ustalon¡

przestrzeni¡ �

1

n

e

�zupeªn¡, zawart¡ w zbiorze Cantora (twierdzenie 2.7.1). Zauwa»my, »e

przestrze« !� 2

!

zanurza si� homeomor�
znie w 2

!

. Ponadto, przestrze« !� Y prze
hodzi

przy takim zanurzeniu na pewien element �

1

n

e

(2

!

). Zgodnie z naszym przypusz
zeniem, »e

przestrze« X jest �

1

n

e

�zupeªna, istnieje domkni�te wªo»enie i : ! � Y ! X. De�niujemy

D

k

= i[fkg � Y ℄ (k 2 !).

Rodzina fD

k

g

k2!

jest dyskretn¡ rodzin¡ zbiorów�

1

n

e

�zupeªny
h. W sz
zególno±
i, zgodnie

z uwag¡ 2.7.6, dla ka»dego k 2 ! zbiór D

k

zawiera domkni�te kopie wszystki
h podzbiorów

zbioru Cantora, które nale»¡ do klasy �

1

n

e

.

Nie
h fF

k

: k 2 !g b�dzie lokalnie sko«
zon¡ rodzin¡ podzbiorów domkni�ty
h przestrzeni

X, która pokrywa przestrze« X i dodatkowo D

k

� F

k

n

S

l<k

F

l

(k 2 !). Rodzin� F

k

(k 2 !) mo»emy uzyska¢ przedªu»aj¡
 do funk
ji 
i¡gªej przeksztaª
enie f :

S

k2!

D

k

! R,
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f jD

k

= k (k 2 !); je±li g jest takim przedªu»eniem, to F

0

de�niujemy jako g

�1

(�1;

1

2

℄,

F

k

= g

�1

[k �

1

2

; k +

1

2

℄ (k � 1; k 2 !).

De�niujemy A

k

jako

S

l�k

F

l

(k 2 !); nie
h B

k

= I

!

� (I

!

n

S

l>k

C

l

) (k 2 !). Zauwa»my,

»e za
hodz¡ równo±
i

S

k2!

B

k

= I

!

�I

!

oraz B

k+1

= B

k

[I

!

�C

k+1

(k 2 !). Skonstruujemy

rodzin� ró»nowarto±
iowy
h 
i¡gªy
h odwzorowa« f

k

(k 2 !) taki
h, »e

(1) f

k

: A

k

! I

!

� I

!

,

(2) obraz f

k

[A

k

℄ nale»y do klasy �

1

n

e

(I

!

� I

!

),

(3) f

k+1

rozszerza f

k

,

(4) B

k

� f

k+1

[A

k+1

℄ � B

k+1

i f

0

[A

0

℄ � B

0

.

Suma funk
ji f

k

b�dzie »¡dan¡ bijek
j¡ przestrzeni X na przestrze« I

!

� I

!

.

Za
zniemy od zde�niowania funk
ji f

0

. Nie
h h b�dzie homeomor�
znym wªo»eniem prze-

strzeni X w przestrze« I

!

i nie
h f

0

: A

0

! I

!

� I

!

b�dzie przek¡tn¡ ob
i�
ia h do zbioru

A

0

oraz funk
ji staªej, równej (1; 1; : : :) 2 I

!

. Skoro obraz homeomor�
zny f

0

[A

0

℄ nale»y do

klasy �

1

n

e

(I

!

� I

!

) oraz f

0

[A

0

℄ � B

0

, funk
ja f

0

wypeªnia wszystkie warunki induk
yjne.

Nie
h k b�dzie ustalon¡ li
zba naturaln¡; przypu±¢my, »e skonstruowali±my ju» funk
je f

k

z wªasno±
iami 1�4. Skoro f

k

[A

k

℄ nale»y do �

1

n

e

(I

!

� I

!

) oraz B

k

jest zbiorem borelowskim,

to ró»ni
a B

k

n f

k

[A

k

℄ jest elementem �

1

n

e

(I

!

� I

!

).

Zgodnie z twierdzeniem 2.7.8, istnieje podzbiór C klasy �

1

n

e

(2

!

) w zbiorze Cantora, oraz

ró»nowarto±
iowe, 
i¡gªe odwzorowanie g ze zbioru C na przestrze« B

k

n f

k

[A

k

℄. Skoro F

k+1

zawiera, jako podzbiór domkni�ty,�

1

n

e

�zupeªny zbiórD

k+1

, to zgodnie z uwag¡ 2.7.6 mo»emy

przypu±
i¢, »e C jest domkni�tym podzbiorem D

k+1

.

De�niujemy f

0

k

: C[A

k

! I

!

�I

!

jako sum� f

k

oraz g. Skoro obraz f

0

k

[C[A

k

℄ jest równy

B

k

to wnioskujemy, »e f

0

k

[C [A

k

℄ jest zbiorem borelowskim oraz f

0

k

[C [A

k

℄ jest podzbiorem

I

!

� (I

!

n C

k+1

). Stosujemy lemat 4.1.2 dla li
zby m = k + 1 oraz funk
ji f

0

k

i de�niujemy

f

k+1

: A

k+1

! I

!

� I

!

jako rozszerzenie, którego istnienie wynika z lematu 4.1.2.

Speªnienie warunków 1�3 wynika naty
hmiast ze sposobu, w jaki okre±lili±my odwzoro-

wanie f

k+1

. Obja±nimy, dla
zego speªniony jest warunek 4. Zauwa»my, »e obraz funk
ji f

0

k

jest równy B

k

, a zatem »e obraz f

k+1

tak»e zawiera B

k

. To dowodzi pierwszej inkluzji w

warunku 4. Zgodnie z lematem 4.1.2, obraz f

k+1

jest zawarty w sumie zbioru I

!

� C

k+1
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i zbioru f

0

k

[C [ A

k

℄ = B

k

. Zgodnie z de�ni
j¡ rodziny fB

k

g

k2!

, suma jest równa zbiorowi

B

k+1

. To dowodzi, »e za
hodzi druga inkluzja w warunku 4. �

4.2. Wniosek doty
z¡
y przestrzeni funk
ji.

Twierdzenie 4.2.1. Nie
h A b�dzie rzutowym podzbiorem przestrzeni polskiej, który nie jest

zbiorem ��zwartym. Przestrze« C

p

(A) mo»na zag�±
i¢ na kostk� I

!

; o ile A nie jest zbiorem

anality
znym, to zakªadamy, »e za
hodzi Determina
ja Rzutowa.

Uwaga 4.2.2. Ar
hangielski w pra
y [2℄ wykazaª, »e je±li A jest metryzowaln¡ przestrzeni¡

��zwart¡, to przestrze« C

p

(A) zag�sz
za sie na przestrze« zwart¡. Wynik ten opiera sie na

rezulta
ie Pytkiejewa z pra
y [59℄ oraz na twierdzeniu, które gªosi, »e je±liA jest niesko«
zon¡

przestrzeni¡ ��zwart¡, metryzowaln¡, oraz D jest przeli
zalnym g�stym podzbiorem A, to

przestrze« C

D

(A) � R

D

jest zbiorem borelowskim klasy �

0

3

e

([17℄, Lemma 6.1, [52℄, Theorem

6.3.10), który nie jest ��zwarty ([52℄, Theorem 6.3.6).

Z twierdzenia Ar
hangielskiego i twierdzenia 4.2.1 wynika, »e je±li A jest zbiorem anali-

ty
znym (lub rzutowym, o ile przypu±
imy, »e za
hodzi Determina
ja Rzutowa), to C

p

(A)

zag�sz
za sie na przestrze« zwart¡.

Dowód. (twierdzenia 4.2.1) Je±li A jest zbiorem anality
znym, to de�niujemy n = 1 and

w prze
iwnym razie n 2 ! okre±lamy jako najmniejsz¡ tak¡ li
zb�, »e A 2 �

1

n

e

; wtedy

A 62 �

1

n�1

e

.

Nie
h D b�dzie ustalonym g�stym, przeli
zalnym podzbiorem zbioru A. Przez �

D

ozna-


zamy rzutowanie przestrzeni R

A

na R

D

, �

D

(f) = f jD. De�niujemy (por. paragraf 2.3)

C

D

(A) = ff 2 R

D

: f jest ograni
zeniem pewnej funk
ji z C

p

(A)g =

= �

D

[C

p

(A)℄

Andretta i Mar
one (Lemma 2.3, [1℄) wykazali, »e je±li A nale»y do klasy �

1

n

e

to C

D

(A)

jest zbiorem klasy �

1

n

e

w przestrzeni R

D

. Dla wygody 
zytelnika, przedstawimy tutaj proste
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sprawdzenie tego faktu. Dla f 2 R

D

mamy

f 62 C

D

(A) wtedy i tylko wtedy, gdy

9x 2 A 9m 2 ! 8n 2 !

9y

1

; y

2

2 D \B(x;

1

n+1

)

jf(y

1

)� f(y

2

)j >

1

m+1

Równowa»nie, je±li zde�niujemy

A

m;n;y

1

;y

2

= f(f; x) 2 R

D

� A : d(x; y

1

) <

1

n+1

; d(x; y

2

) <

1

n+1

and

jf(y

1

)� f(y

2

)j >

1

m+1

g

to dopeªnienie przestrzeni C

D

(A) w przestrzeni R

D

mo»e zosta¢ zde�niowane przy pomo
y

nast�puj¡
ej formuªy

R

D

n C

D

(A) = �[

[

m2!

\

n2!

[

y

1

;y

2

2D

A

m;n;y

1

;y

2

℄

gdzie � jest rzutowaniem z R

D

�A na R

D

. Zbiór R

D

nC

D

(A) nale»y do klasy �

1

n

e

dla A 2 �

1

n

e

,

gdy» zbiory A

m;n;y

1

;y

2

s¡ otwartymi podzbiorami zbioru R

D

� A, nale»¡
ego do klasy �

1

n

e

,

która jest zamkni�ta ze wzgl�du na przeli
zalne prze
i�
ia, przeli
zalne sumy, rzutowania

oraz branie otwarty
h podzbiorów.

Wyka»emy teraz, »e C

D

(A) speªnia zaªo»enia twierdzenia 4.1.3 (przypomnijmy, »e je±li

A 62 �

1

1

e

, to przyjmujemy, »e za
hodzi Determina
ja Rzutowa). Powinni±my sprawdzi¢, »e

zbiór C

D

(A) jest �

1

n

e

�zupeªny; wynik ten uzyskali Andretta i Mar
one ([1℄, twierdzenie 3.3

dla A anality
znego, twierdzenie 4.3 dla rzutowego A). Przedstawimy tu dowód, który jest

kompila
j¡ idei zawarty
h w pra
y [1℄.

Nie
h X b�dzie metry
znym, o±rodkowym uzwar
eniem przestrzeni A. Je±li A 2 �

1

1

e

(wiemy o A, »e A nie jest przestrzeni¡ ��zwart¡) to zgodnie z twierdzeniem 2.7.11 istnieje

homeomor�
zna kopia zbioru Cantora C � X taka, »e D \C = ;, oraz C \A, C \ (X nA)

s¡ g�ste w C, oraz C \ (X nA) jest zbiorem przeli
zalnym, homeomor�
znym z Q . Je±li A 62

�

1

n�1

e

(przypusz
zamy, »e n > 1), to zgodnie z lematem 2.7.12, przy zaªo»eniu Determina
ji

Rzutowej, istnieje reduk
ja ka»dego zbioru nale»¡
ego do�

1

n�1

e

(2

!

) do zbioru A. Twierdzenie

Louveau i Saint�Raymond (twierdzenie 2.7.5) pozwala dodatkowo zakªada¢, »e reduk
ja jest

odwzorowaniem ró»nowarto±
iowym. To dowodzi, »e istnieje kopia zbioru Cantora C � X
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taka, »e D \ C = ;, C \ A, C \ (X n A) = C n A s¡ g�ste w C, oraz C \ (X n A) = C n A

jest �

1

n�1

e

�zupeªny.

Ustalamy metryk� na przestrzeni X. Je±li K jest zwartym podzbiorem zbioru C, to

de�niujemy funk
j� f

K

: D ! R za pomo
¡ formuªy f

K

(x) =

1

dist(x;K)

. Funk
ja jest ele-

mentem przestrzeni R

D

. Nie
h U = (a; b) b�dzie otwartym przedziaªem li
zb rze
zywisty
h

i nie
h x b�dzie dowolnym punktem w D. Nie
h K

0

2 fK 2 K(C) : f

K

(x) 2 Ug. Nie
h

r = minfjf

K

0

(x)� aj; jf

K

0

(x)� b)jg. Je±li dist(K;K

0

) < r � dist

2

(x; C) to

j

1

dist(x;K

0

)

�

1

dist(x;K)

j =

= j

dist(x;K)� dist(x;K

0

)

(dist(x;K) � dist(x;K

0

))

j �

� j

dist(x;K)� dist(x;K

0

)

dist

2

(x; C)

j < r

Ten ra
hunek dowodzi, »e funk
ja � : K(C) ! R

D

, �(K) = f

K

jest odwzorowaniem


i¡gªym. Nie
h K b�dzie ustalonym zwartym podzbiorem zbioru C nA. Wtedy f

K

jest ele-

mentem C

D

(A), bowiem formuªa f

K

(x) =

1

dist(x;K)

okre±la funk
j� 
i¡gªa na 
aªej przestrzeni

A. Je±li K � C ma punkt x wspólny ze zbiorem A to wtedy istnieje 
i¡g fd

n

g

n2!

� D taki,

»e d

n

! x. Co wi�
ej, f

K

(d

n

) ! +1 a zatem funk
ja f

K

nie mo»e by¢ przedªu»ona do

funk
ji 
i¡gªej na przestrzeni A.

Podsumowuj¡
, funk
ja � ma nast�puj¡
¡ wªasno±¢

K 2 K(C n A) wtedy i tylko wtedy, gdy �(K) 2 C

D

(A):

Je±li A 2 �

1

1

e

to K(C n A) jest zbiorem koanality
znie-zupeªnym, gdy» zgodnie z twier-

dzeniem 2.7.7, zbiór K(Q ) jest zbiorem koanality
znie-zupeªnym i zbiory C n A oraz li
zby

wymierne Q s¡ ze sob¡ homeomor�
zne. To dowodzi, »e przestrze« C

D

(A) is koanality
znie-

zupeªna, 
o pozwala stosowa¢ twierdzenie 4.1.3. W przypadku, gdy n � 2, posªugujemy si�

twierdzeniem 2.7.10 po to, by stwierdzi¢, »e zbiór K(C n A) jest �

1

n

e

�zupeªny, a nast�pnie

stosujemy twierdzenie 4.1.3. �

4.3. Wokóª pytania Sierpi«skiego. Pytanie Sierpi«skiego opisali±my we wst�pie, gdzie

obja±nili±my, jaka jest rela
ja mi�dzy wynikami tego paragrafu, a rozwi¡zaniem pytania

Sierpi«skiego, podanym w pra
y [68℄. Gªównym wynikiem tego paragrafu jest
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Twierdzenie 4.3.1. Je±li A jest zbiorem koanality
znie�zupeªnym i zerowymiarowy, to ka»dy

zbiór anality
zny, nieprzeli
zalny mo»na uzyska¢ jako 
i¡gªy ró»nowarto±
iowy obraz prze-

strzeni A

L

!.

Przeksztaª
enie f : X ! Y mi�dzy przestrzeniami topologi
znymi X i Y nazywamy

lokalnym homeomor�zmem, je±li dla ka»dego x 2 X istnieje zbiór otwarty U � X taki, »e

x 2 U oraz f : U ! f [U ℄ jest homeomor�zmem.

Uwaga 4.3.2. Zauwa»my, »e je±li A jest zbiorem koanality
znym i f : A! X jest lokalnym

homeomor�zmem, to f [A℄ � X jest zbiorem koanality
znym. Wynika to naty
hmiast z

faktu, »e wszystkie rozpatrywane przez nas zbiory koanality
zne s¡ metryzowalne i o±rodkowe

i z faktu, »e klasa zbiorów koanality
zny
h jest zamkni�ta na przeli
zalne sumy.

Dla danej przestrzeni topologi
znej punkt x 2 X jest punktem kondensa
ji, je±li dla ka»-

dego oto
zenia otwartego U � X, x 2 U mo
 zbioru U jest nieprzeli
zalna.

Rozumowanie b�dzie oparte na tej samej metodzie, 
o dowód twierdzenia 4.1.3, wzboga-


onej o pewn¡ konstruk
j� i o lemat 4.3.6 b�d¡
y 0�wymiarowym odpowiednikiem lematu

4.1.2. Poni»sze rozumowanie zainspirowane jest dowodem Lemma 2.5 z pra
y Hjortha ([31℄).

B�dziemy posªugiwa¢ si� ozna
zeniami, wprowadzonymi w paragra�e 2.10, odnosz¡
ymi

si� do 
i¡gów sko«
zony
h i drzew. Przed dowodem lematu 4.3.6 udowodnimy kilka faktów

pomo
ni
zy
h:

Lemat 4.3.3. Nie
h K;L � !

!

b�d¡ homeomor�
znymi kopiami zbioru Cantora. Wtedy ist-

nieje M � L, homeomor�
zna kopia zbioru Cantora taka, »e K \M jest zbiorem brzegowym

w K.

Dowód. Je±li K \ L jest zbiorem przeli
zalnym, to posªuguj¡
 si� twierdzeniem 2.7.4 znaj-

dujemy M , homeomor�
zn¡ kopi� zbioru Cantora w zbiorze L nK. Je±li L\K jest zbiorem

nieprzeli
zalnym to posªuguj¡
 si� twierdzeniem 2.7.4 znajdujemy N � K \ L, kopi� zbioru

Cantora. Nast�pnie w zbiorze N znajdujemy kopi� zbioru Cantora M � N , która jest

zbiorem brzegowym w N , a wi�
 tak»e brzegowym w K. �

Lemat 4.3.4. Nie
h T � !

<!

b�dzie drzewem. Przypu±¢my, »e dane s¡ zbiory K

t

� [t℄,

K

t

homeomor�
zne kopie zbioru Cantora dla t 2 T . Wtedy istniej¡ zbiory M

t

� K

t

, kopie

zbioru Cantora, M

s

\M

t

brzegowe w M

s

dla t; s 2 T; s � t; s 6= t.
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Dowód. De�niujemy M

;

= K

;

. Przypusz
zamy, »e dla 0 � i < j � n � 1 i t 2 !

j

ju» skonstruowali±my M

t

� K

t

, homeomor�
zne kopie zbioru Cantora, brzegowe w M

tji

.

Ustalamy n 2 ! i t 2 !

n

. Stosujemy lemat 4.3.3 do zbiorów K

t

i M

;

i otrzymujemy zbiór

N

0

t

� K

t

, homeomor�
zn¡ kopi� zbioru Cantora, brzegow¡ w M

;

. Kolejno stosujemy lemat

4.3.3 do N

i

t

i M

tji+1

(0 � i < n � 1) i ostate
znie dostajemy M

t

= N

n�1

t

, homeomor�
zn¡

kopi� zbioru Cantora, brzegow¡ we wszystki
h zbiora
h M

tji

(0 � i < n). �

Lemat 4.3.5. Przypu±¢my, »e dane jest drzewo T � !

<!

oraz zbiory K

t

(t 2 T ), ho-

meomor�
zne kopie zbioru Cantora, K

t

� [t℄. Wtedy istniej¡ zbiory L

t

� K

t

(t 2 T ),

homeomor�
zne kopie zbioru Cantora takie, »e je±li t 6= s, to L

t

\ L

s

= ;.

Dowód. Stosujemy lemat 4.3.4 do rodziny K

t

i otrzymujemy zbiory M

t

(t 2 T ). Ustalamy

t 2 T . W zbiorze M

t

n

S

s2T

t

nftg

M

s

znajdujemy przy pomo
y twierdzenia 2.7.4, kopi� zbioru

Cantora L

t

.

Zauwa»my, »e je±li nie za
hodzi t � s, ani s � t to zbiory [t℄ i [s℄ s¡ rozª¡
zne (t; s 2 !

<!

).

W poª¡
zeniu z warunkami konstruk
ji to gwarantuje, »e zde�niowane przez nas zbiory L

t

(t 2 T ) maj¡ »¡dane wªasno±
i. �

Lemat 4.3.6. Nie
h D;E; F b�d¡ podzbiorami przestrzeni !

!

, E \ F = ;. Nie
h C � D

b�dzie domkni�tym podzbiorem przestrzeni D. Przypu±¢my, »e dla ka»dego t 2 !

<!

, je±li

zbiór E \ [t℄ jest niepusty, to prze
i�
ie (F \ [t℄) n E zawiera kopi� zbioru Cantora K

t

.

Wtedy dla danej funk
ji 
i¡gªej f : C ! E istnieje 
i¡gªe, ró»nowarto±
iowe przedªu»enie

g : D! E [ F , przy 
zym g po ob
i�
iu do zbioru D n C jest lokalnym homeomor�zmem.

Dowód. Nie
h T = ft 2 !

<!

: E \ [t℄ 6= ;g. Zauwa»my, »e zbiór T jest drzewem. Zgodnie z

lematem 4.3.5 mo»emy przypu±
i¢, »e zbiory K

t

(t 2 T ) s¡ parami rozª¡
zne. Rozszerzenie

b�dziemy de�niowali tak, »e dla ka»dego zbioru [s℄ \D rozª¡
znego z C (s 2 !

<!

) przedªu-

»enie g, po ob
i�
iu do [s℄ \D, b�dzie homeomor�zmem, którego obraz b�dzie rozª¡
zny z

obrazem f [C℄ i dla s

1

; s

2

2 !

<!

, obrazy g([s

1

℄ \ D), g([s

2

℄ \ D) b�d¡ rozª¡
zne, o ile nie

za
hodzi s

1

� s

2

, ani s

2

� s

1

.

Kªadziemy g(x) = f(x) dla x 2 C. Nie
h S

n

b�dzie zbiorem ty
h wszystki
h 
i¡gów

s 2 !

n

, dla który
h za
hodzi [s℄\C = ;. Przypu±¢my, »e dla pewnego n 2 ! zde�niowali±my

ju» g na zbiora
h [s℄\D, s 2 S

i

(i � n). Nie
h s 2 !

n+1

, [s℄\C = ;. Je±li sjn jest elementem
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S

n

, to funk
ja g jest ju» okre±lona na [s℄. Przypu±¢my wi�
, »e sjn 62 S

n

. Wobe
 tego istnieje

t

s

2 !

<!

, t

s

dªugo±
i n + 1, dla którego za
hodzi f([sjn℄ \ C) \ [t

s

℄ 6= ;. Z naszy
h zaªo»e«

wynika, »e (F \ [t

s

℄) nE zawiera kopi� zbioru Cantora K

t

s

; de�niujemy g na zbiorze D \ [s℄

jako wªo»enie D \ [s℄ w K

t

s

.

Pozostaje sprawdzi¢, 
zy takie okre±lenie daje funk
j� 
i¡gª¡. Nie
h t 2 !

<!

i nie
h x 2 D,

g(x) 2 [t℄. Naszym zadaniem jest znale¹¢ takie s 2 !

<!

, dla którego x 2 [s℄ i g([s℄\D) � [t℄.

Za
hodz¡ dwie mo»liwo±
i:

� Je±li x 62 C, to znajdujemy znajdujemy najmniejsze n 2 ! takie, »e xjn 2 S

n

. Wtedy

g, po ob
i�
iu do zbioru [xjn℄ \ D, jest homeomor�
znym wªo»eniem, 
o dowodzi


i¡gªo±
i funk
ji g w punk
ie x.

� Je±li x 2 C to istnieje s takie, »e x 2 [s℄ i f([s℄ \ C) � [t℄. Bez straty ogólno±
i

mo»emy przypusz
za¢, »e s jest dªugo±
i 
o najmniej takiej, jak t. Nie
h y 2 [s℄,

y 2 D n C. Istnieje n 2 ! takie, »e [yj(n + 1)℄ \ C = ;, ale [yjn℄ \ C 6= ;. Nie
h

r = yj(n + 1). Wtedy g po ob
i�
iu do [r℄ \ D jest homeomor�
znym wªo»eniem

w zbiór K

t

r

, gdzie f([rjn℄ \ C) \ [t

r

℄ 6= ;. Jednak t

r

jest 
i¡giem dªu»szym, ni»

s. Zatem [t

r

℄ \ [t℄ = ; lub [t

r

℄ � [t℄. Skoro f([rjn℄ \ C) \ [t

r

℄ 6= ; i jedno
ze±nie

f([rjn℄ \ C) � f([s℄ \ C) � [t℄, to [t

r

℄ � [t℄. Ostate
znie,

g(y) 2 g([r℄ \D) � K

t

r

� [t

r

℄ � [t℄;


o dowodzi 
i¡gªo±
i g w punk
ie x.

Ró»nowarto±
iowo±¢ g wynika z tego, »e f jest ró»nowarto±
iowa oraz zbiory K

t

s¡ parami

rozª¡
zne. �

Dowód. (twierdzenia 4.3.1) Nie
h B b�dzie nieprzeli
zalnym zbiorem anality
znym. Zbiór A

jest zbiorem zerowymiarowym, wi�
 bez straty ogólno±
i mo»emy przyjmowa¢, »e A � !

!

.

Znajdziemy 
i¡gªe, ró»nowarto±
iowe odwzorowanie ze zbioru A

L

! na zbiór B. Bez straty

ogólno±
i mo»emy przyj¡¢, »e B jest podzbiorem !

!

([35, Theorem 13.7℄ w poª¡
zeniu z

faktem, »e 
i¡gªe prze
iwobrazy zbiorów anality
zny
h s¡ anality
zne, [35, Proposition 37.1℄).

Dalej, bez straty ogólno±
i mo»emy przyj¡¢, »e B skªada si� wyª¡
znie z punktów kondensa
ji.

Istotnie, inny
h punktów w zbiorze B jest 
onajwy»ej przeli
zalnie wiele ([35, Theorem 6.4℄);

de�niujemy f na I � (! n f0g) jako bijek
j� ze zbiorem ty
h punktów w B, które nie s¡
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punktami kondensa
ji. Je±li po odrzu
eniu punktów kondensa
ji pozostaª zbiór zwarty, to

odrzu
amy z niego jeden punkt x

0

i de�niujemy f(0) = x

0

. Ostate
znie, do zbioru A

dorzu
amy zbiór !nI lub !n(I[f0g); w ka»dym przypadku zbiór A pozostaje koanality
znie-

zupeªny. Odt¡d b�dziemy przypusz
za¢, »e B skªada si� wyª¡
znie z punktów kondensa
ji

i nie jest zwarty; twierdzenie b�dzie udowodnione, gdy uda nam si� skonstruowa¢ 
i¡gª¡

bijek
j� z A na B.

Zbiory [t℄ \ B s¡ puste lub nieprzeli
zalne dla wszystki
h s 2 !

<!

, gdy» w B s¡ tylko

punkty kondensa
ji. Nie
h T = ft 2 !

<!

: [t℄ \ B nieprzeli
zalneg. Zauwa»my, »e w

ka»dym zbiorze [t℄\B (t 2 T ) mo»na wybra¢ homeomor�
zn¡ kopi� zbioru Cantora K

t

. W

ka»dym ze zbiorów K

t

znajdujemy przeli
zalnie wiele rozª¡
zny
h kopii zbioru Cantora K

n

t

(n 2 !; n > 0; t 2 T ).

Nie
h t

n

2 T; n 2 ! b�dzie rodzin¡ 
i¡gów sko«
zony
h, taki
h, »e [t

n

1

℄ \ [t

n

2

℄ = ; dla

n

1

6= n

2

, oraz B �

S

n2!

[t

n

℄, B \ [t

n

℄ 6= ; dla n 2 !. Ten ostatni warunek mo»emy sobie

zapewni¢, gdy» zbiór B nie jest zwarty. De�niujemy

B

n

= [fx 2 B : x przedªu»a t

n

g [ (

S

k<n

S

fK

n

r

: r przedªu»a t

k

; r 2 Tg)℄n

S

k>n

S

fK

k

r

: r przedªu»a t

n

; r 2 Tg

Zauwa»my, »e B

n

\ B

m

= ;, B

n

s¡ zbiorami anality
znymi (n;m 2 !; n 6= m) oraz

S

n2!

B

n

= B. Maj¡
 zbiory B

n

, post�pujemy analogi
znie, jak w dowodzie twierdzenia

4.1.3. Nie
h F

n

� A (n 2 !) b�dzie pokry
iem lokalnie sko«
zonym zªo»onym z podzbiorów

domkni�ty
h i takim, »e ka»dy ze zbiorów F

n

zawiera domkni�ty podzbiór A

n

, rozª¡
zny z

S

k<n

F

k

i koanality
znie-zupeªny (por. z po
z¡tkiem dowodu twierdzenia 4.1.3). W zbiorze

A

0

istnieje podzbiór domkni�ty E

0

(twierdzenie 2.7.9) na którym okre±lona jest 
i¡gªa bijek-


ja f

0

: E

0

! B

0

. B�dziemy korzysta¢ z lematu 4.3.6, gdzie za C bierzemy E

0

, za D zbiór

F

0

, za E zbiór B

0

i za F zbiór B

1

. Funk
j� f

0

, zgodnie z tym lematem, mo»na rozszerzy¢

do 
i¡gªej bijek
ji g

0

, okre±lonej na 
aªym zbiorze F

0

. Zbiór B

1

n g

0

[F

0

℄ jest anality
zny,

gdy» B

1

jest zbiorem anality
znym i by uzyska¢ z niego zbiór B

1

n g

0

[F

0

℄, trzeba wyrzu
i¢

zbiór koanality
zny; wynika to z faktu, »e g

0

ob
i�te do zbioru koanality
znego F

0

n E

0

jest

lokalnym homeomor�zmem (zob. uwaga 4.3.2).

W zbiorze A

1

istnieje podzbiór domkni�ty E

1

, na którym okre±lona jest 
i¡gªa bijek
ja b

1

na anality
zny zbiór B

1

n g

0

[F

0

℄. De�niujemy funk
j� f

1

: E

1

[ F

0

! B

0

[ B

1

jako równ¡
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g

0

na F

0

i równ¡ b

1

na E

1

. Zgodnie z lematem 4.3.6 funk
j� f

1

mo»na rozszerzy¢ do 
i¡gªej

bijek
ji g

1

: F

0

[ F

1

! B

0

[B

1

[B

2

. Z lematu 4.3.6 korzystamy, bior¡
 za C zbiór E

1

[ F

0

,

za D zbiór F

0

[ F

1

, za E zbiór B

0

[B

1

i za F zbiór B

2

.

Przez induk
j� budujemy g

n

:

S

k�n

F

k

!

S

k�n

B

k

, a» do wy
zerpania zbiorów A i B.

Suma

S

n2!

g

n

jest »¡dan¡ bijek
j¡ mi�dzy A i B. �

Uwaga 4.3.7. W pra
y [31℄ u»ywana jest podobna metoda budowy zag�sz
zenia z tym, »e

autor pomija uzasadnienie odpowiednika naszego lematu o przedªu»aniu 4.3.6.

4.4. Zag�sz
zenia przestrzeni Bana
ha. W odpowiedzi na pytanie T. Banakha i Pli
zko

z pra
y [8℄ wyka»emy, »e ka»d¡ przestrze« Bana
ha mo»na zag�±
i¢ na przestrze« zwart¡.

Poni»szy argument zostaª zasugerowany przez Romana Pola.

Zgodnie z twierdzeniem Klee [37, Theorem III.1.3℄, kula jednostkowa K w niesko«
ze-

nie wymiarowej rze
zywistej przestrzeni Hilberta l

2

(�) = fx 2 R

�

:

P

i2�

x

2

i

< 1g jest

homeomor�
zna z 
aª¡ przestrzeni¡ l

2

(�). Z drugiej strony, zgodnie z twierdzeniem Toru«-


zyka ([74, Theorem 6.1℄, korekta [75℄), ka»da przestrze« Fre
heta, a w sz
zególno±
i ka»da

przestrze« Bana
ha, jest homeomor�
zna z pewn¡ przestrzeni¡ Hilberta. Je±li dana jest

sko«
zenie wymiarowa przestrze« Fre
heta, to jest to przestrze« lokalnie zwarta i mo»emy

posªu»y¢ si� faktem 4.1.1.

Mo»emy zatem przypu±
i¢, »e dana jest niesko«
zenie wymiarowa przestrze« Fre
heta. Na

mo
y powy»szy
h wyników, by wykaza¢, »e mo»na j¡ zag�±
i¢ na przestrze« zwart¡, wystar-


zy zauwa»y¢, »e domkni�ta kula jednostkowa K w przestrzeni Hilberta l

2

(�) zag�sz
za si�

na przestrze« zwart¡. Istotnie, odwzorowanie identy
zno±
iowe id : (K; jj � jj

2

)! (K;w) jest

szukanym zag�sz
zeniem, gdzie przestrze« (K;w) jest kul¡ jednostkow¡ ze sªab¡ topologi¡

(por. [28, Theorem 65℄).
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5. Ilo
zyny grup o�ograni
zony
h

5.1. Wprowadzenie. W tym i w nast�pnym rozdziale b�dziemy rozwa»a¢ abelowe grupy

topologi
zne; element neutralny grupy b�dziemy ozna
za¢ symbolem 0 = 0

G

, dziaªanie gru-

powe b�dziemy ozna
za¢ symbolem +. Je±li A;B � G, to przez A + B ozna
zamy zbiór

fx+ y 2 G : x 2 A; y 2 Bg.

Grupa topologi
zna G jest o�ograni
zona, je±li dla ka»dego 
i¡gu U

n

� G (n 2 !)

otwarty
h oto
ze« 0 2 G, istnieje 
i¡g sko«
zony
h podzbiorów F

n

� G (n 2 !) taki,

»e G =

S

(U

n

+F

n

). C. Hernandez wykazaª w [30℄ (Theorem 2.1), »e ka»da podgrupa grupy

o�ograni
zonej jest o�ograni
zona, »e wszystkie grupy ��zwarte s¡ o�ograni
zone, a tak»e,

»e produkt grupy ��zwartej i grupy o�ograni
zonej jest o�ograni
zony ([30, Theorem 5.3℄).

O tej klasie grup wiadomo tak»e, »e

Fakt 5.1.1. (Theorem 2.3 w [30℄) Je±li G jest o�ograni
zona, H jest homomor�
znym,


i¡gªym obrazem G, to H tak»e jest o�ograni
zona.

Fakt 5.1.2. (Theorem 2.6 w [30℄) Grupa Z

!

nie jest o�ograni
zona. Ogólniej, je±li G zawiera

zbiór wsz�dzie dominuj¡
y (por. paragraf 2.9), to G nie jest o�ograni
zona.

W tym rozdziale podamy dwie konstruk
je przykªadów grup o�ograni
zony
h, metry
z-

ny
h, o±rodkowy
h, który produkt nie jest o�ograni
zony. Podobny przykªad byª podany w

[29℄, jednak jego wªasno±
i byªy wykazane przy u»y
iu faªszywy
h stwierdze« zawarty
h w

opisie Example 6.1 w [30℄; na faªszywo±¢ ty
h stwierdze« zwró
iª nasz¡ uwag� Mi
haiª Tka-


zenko. Rozumowanie przedstawione poni»ej, u»yte w
ze±niej w [29℄ w innym 
elu, dowodzi

»e Example 6.1 nie posiada wªasno±
i deklarowany
h w [30℄.

W Example 6.1 w pra
y [30℄ autor rozwa»a podgrup� H w R

!

generowana przez zbiór

G = fx 2 R

!

: 8

n2!

9

m�n

x

m

6= 0; lim

k!1

x(n

x

k

)

n

x

k+1

= 0g, gdzie n

x

k

(k 2 !) jest rosn¡
¡

numera
j¡ niezerowy
h wspóªrz�dny
h 
i¡gu x (tzn. n

x

0

to pierwsze miejs
e niezerowe x, n

x

1

drugie, itd.). Wedªug autora [30℄ grupa H jest o�ograni
zona, a wedªug autorów [29℄ ilo
zyn

H � H nie jest o�ograni
zony. Fakty
znie jednak ju» grupa H nie jest o�ograni
zona. By

to wykaza¢, zauwa»my najpierw, »e grupa H zawiera w sz
zególno±
i zbiór G + G. Nie
h

teraz U

n

= fx 2 H : jx

k

j < 1 dla k � ng (n 2 !). Jest to 
i¡g oto
ze« 0

H

; rozwa»my 
i¡g

zbiorów sko«
zony
h F

n

� H. Nie
h r

n

= maxfjx

k

j : x 2 F

j

; k; j � ng.
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Naszki
ujemy konstruk
j� induk
yjn¡ elementów x + y 2 G +G � H taki
h, »e x + y 62

S

n2!

U

n

+ F

n

. To poka»e, »e grupa H nie jest o�ograni
zona.

Ci¡gi x; y 2 G skonstruujemy induk
yjnie. De�niujemy k

0

= k

1

= 0 oraz x

k

0

= r

k

1

+ 1

i wybieramy k

2

2 ! tak du»e, by

x

k

0

k

2

< 1. De�niujemy y

k

1

= r

k

2

+ 1. Takie okre±lenie

gwarantuje, »e x 62 U

k

+ F

k

dla k

0

� k � k

1

oraz y 62 U

k

+ F

k

dla k

1

� k � k

2

. Nie
h

k

3

> k

2

b�dzie tak du»e, by

y

k

1

k

3

<

1

2

. Zadajemy x

k

2

= r

k

3

+ 1 i znajdujemy k

4

> k

3

tak

du»e, by

x

k

2

k

4

<

1

3

. Okre±lamy y

k

3

= r

k

4

+ 1. Takie okre±lenie gwarantuje, »e x 62 U

k

+ F

k

dla

k

2

� k � k

3

oraz y 62 U

k

+ F

k

dla k

3

� k � k

4

.

Je±li zde�niowali±my ju» x

k

0

; y

k

1

; : : : ; x

k

n

; y

k

n+1

oraz li
zby k

0

; : : : ; k

n+2

2 ! (n li
zba pa-

rzysta) to wybieramy k

n+3

> k

n+2

takie, by

y

k

n+1

k

n+3

<

1

n+2

. Zadajemy x

k

n+2

= r

k

n+3

+ 1,

znajdujemy k

n+4

> k

n+3

takie, by

x

k

n+2

k

n+4

<

1

n+3

. De�niujemy y

k

n+3

= r

k

n+4

+ 1. Takie okre-

±lenie gwarantuje, »e x 62 U

k

+F

k

dla k

n+2

� k � k

n+3

oraz y 62 U

k

+F

k

dla k

n+3

� k � k

n+4

.

To ko«
zy de�ni
j� induk
yjn¡. Na pozostaªy
h miejs
a
h okre±lamy x

k

= y

k

= 0.

Powy»sza de�ni
ja gwarantuje, »e x; y 2 G, gdy» n

x

l

= k

2l

,

x

n

x

l

n

x

l+1

=

x

k

2l

k

2l+2

<

1

2l+1

i podobnie

n

y

l

= k

2l+1

,

y

n

y

l

n

y

l+1

=

y

k

2l+1

k

2l+3

<

1

2l+2

dla ka»dego l 2 !. Dla danego k 2 ! za
hodzi x+y 62 U

k

+F

k

,

gdy» istnieje n 2 ! takie, »e k

n

� k � k

n+1

i je±li n jest parzyste to x 62 U

k

+ F

k

, a je±li n

jest nieparzyste to y 62 U

k

+ F

k

. To dowodzi, »e grupa H nie jest o�ograni
zona.

5.2. (CH) Istniej¡ o�ograni
zone podgrupy X; Y � Z

!

takie, »e X + Y = Z

!

. W

konstruk
ji posªu»ymy si� ideami znanymi z literatury (por. [21℄,[33℄); nasza metoda jest

bardzo bliska induk
yjnej pro
edurze zawartej w dowodzie Theorem 13 z pra
y [64℄.

Przez [n℄ ozna
zamy oto
zenie 0 2 Z

!

zªo»one z ty
h 
i¡gów, które na pierwszy
h n

miejs
a
h maj¡ li
zb� 0 2 Z. Ozna
zenie takie jest u»ywane tak»e w paragrafa
h 5.4 i 7.2.

Numerujemy wszystkie rosn¡
e 
i¡gi li
zb naturalny
h jako fr

�

g

�<!

1

. Nie
h fz

�

: � < !

1

g

b�dzie numera
j¡ wszystki
h punktów Z

!

. Nie
h Q b�dzie ustalonym g�stym, przeli
zalnym

podzbiorem Z

!

. Przez induk
j� znajdziemy punkty x

�

; y

�

2 Z

!

oraz sko«
zone podzbiory

F

�

n

; G

�

n

� Z

!

(� < !

1

; n 2 !) takie, »e podgrupy X

�

; Y

�

� Z

!

wygenerowane odpowiednio

przez zbiór Q [ fx

�

: � < �g i przez zbiór Q [ fy

�

: � < �g (� < !

1

) speªniaj¡ warunki:

(1) x

�

+ y

�

= z

�

,

(2) dla ka»dego � � � za
hodzi X

�+1

�

S

n2!

([r

�

n

℄ + F

�

n

) oraz Y

�+1

�

S

n2!

([r

�

n

℄ +G

�

n

).



47

Nie
h � < !

1

b�dzie ustalon¡ li
zb¡ porz¡dkow¡; przypu±¢my, »e zostaªy ju» skonstru-

owane punkty x

�

; y

�

2 Z

!

oraz zbiory F

�

n

; G

�

n

� Z

!

(� < �; n 2 !), speªniaj¡
e warunki 1

i 2. Grupy X

�

, Y

�

s¡ przeli
zalne, a wi�
 mo»emy znale¹¢ sko«
zone zbiory F

�

n

; G

�

n

� Z

!

(n 2 !) takie, »e X

�

�

S

n2!

([r

�

n

℄ + F

�

n

), Y

�

�

S

n2!

([r

�

n

℄ +G

�

n

).

Zauwa»my, »e dla � � � i k 2 Z oraz u 2 X

�

, w 2 Y

�

zbiory O

�

u;k

= fx 2 Z

!

:

k � x + u 2

S

n2!

([r

�

n

℄ + F

�

n

)g, P

�

w;k

= fx 2 Z

!

: k � x + w 2

S

n2!

([r

�

n

℄ + G

�

n

)g s¡ otwarte

i g�ste w Z

!

. Wyka»emy, »e Q � O

�

u;k

. Ustalmy k 2 Z, u 2 X

�

i x 2 Q. Wiemy, »e

k �x+u 2 X

�

�

S

n2!

([r

�

n

℄+F

�

n

); zatem x 2 O

�

u;k

. Podobnie przekonujemy si�, »e Q � P

�

w;k

.

De�niujemy

C = (

\

u2X

�

;���;k2Z

O

�

u;k

) \ (

\

w2Y

�

;���;k2Z

P

�

w;k

)

Zbiór C jest g�stym podzbiorem typu G

Æ

w Z

!

. Wybieramy x

�

jako dowolny punkt w zbiorze

C \ (z

�

� C). Nast�pnie de�niujemy y

�

2 Z

!

jako

y

�

= z

�

� x

�

:

Zauwa»my, »e skoro x

�

2 z

�

� C to y

�

2 C.

Powinni±my sprawdzi¢, 
zy speªniony jest warunek 2 konstruk
ji induk
yjnej. Nie
h x 2

X

�+1

. Wyka»emy, »e dla ka»dego � � � punkt x jest elementem

S

n2!

([r

�

n

℄+F

�

n

). Zauwa»my,

»e dla pewnego u 2 X

�

i k 2 Z za
hodzi równo±¢ x = k � x

�

+ u. Z wyboru punktu x

�

wynika, »e x

�

2 O

�

u;k

. To ozna
za, »e x = k � x

�

+ u 2 ([r

�

n

℄ + F

�

n

) dla pewnego n 2 !.

Nie
h teraz y 2 Y

�+1

. Dla pewnego w 2 Y

�

i k 2 Z za
hodzi równo±¢ y = k � y

�

+ w.

Wiemy, »e dla pewnego n 2 ! za
hodzi k � y

�

+ w 2 [r

�

n

℄ + G

�

n

. Udowodnili±my zatem, »e

punkty x

�

; y

�

zostaªy wybrane tak, by byª speªniony warunek 2. induk
ji.

De�niujemy

X =

[

�<!

1

X

�

oraz

Y =

[

�<!

1

Y

�

:

Istotnie, zgodnie z warunkiem 1 konstruk
ji induk
yjnej za
hodzi równo±¢ X + Y = Z

!

.

Sprawdzimy, »e grupy X; Y s¡ o�ograni
zone. Nie
h U

n

(n 2 !) b�dzie 
i¡giem oto
ze« 0

X

.

Bez straty ogólno±
i mo»emy przyj¡¢, »e dla pewnego � < !

1

za
hodzi równo±¢ U

n

= [r

�

n

℄

(n 2 !).
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Je±li x 2 X to istnieje � < !

1

takie, »e � � � oraz x 2 X

�

. Zgodnie z warunkiem

2 konstruk
ji induk
yjnej wiemy, »e za
hodzi zale»no±¢ x 2 X

�+1

�

S

n2!

[r

�

n

℄ + F

�

n

. To

dowodzi, »e X �

S

n2!

[r

�

n

℄ + F

�

n

. Podobne rozumowanie pokazuje, »e Y tak»e jest grup¡

o�ograni
zon¡.

Ilo
zyn X � Y nie jest grup¡ o�ograni
zon¡. Zgodnie z faktem 5.1.1 wystar
zy wykaza¢,

»e istnieje homomor�zm 
i¡gªy X � Y na grup�, która nie jest o�ograni
zona. Nie
h f :

X � Y ! Z

!

, f(x; y) = x+ y. Jest to 
i¡gªy homomor�zm, którego obrazem jest grupa Z

!

,

która zgodnie z faktem 5.1.2, nie jest o�ograni
zona.

Uwaga 5.2.1. W paragra�e 5.2 zamiast Hipotezy Continuum mo»na posªu»y¢ si� aksjomatem

Martina lub równo±
i¡ 
ov(M) = d.

5.3. o�ograni
zono±¢ grup generowany
h przez przestrzenie dyskretne. Nie
h D

�

b�dzie dyskretn¡ przestrzeni¡ mo
y �. Przez C(D

�

) b�dziemy ozna
za¢ przestrze« wszyst-

ki
h funk
ji rze
zywisty
h na D

�

. De�niujemy zanurzenie przestrzeni D

�

w ilo
zyn pro-

sty
h R

C(D

�

)

, przypisuj¡
 punktowi x 2 D

�

funk
j� v

x

: C(D

�

) ! R zde�niowan¡ wzorem

v

x

(f) = f(x) (f 2 C(D

�

)). De�niujemy przestrze« Gen(D

�

) jako podgrup� R

C(D

�

)

genero-

wan¡ przez rodzin� fv

x

g

x2D

�

. Identy�kujemy przestrze« D

�

z przestrzeni¡ fv

x

g

x2D

�

.

Ka»dej funk
ji 
i¡gªej f 2 C(D

�

) mo»na w kanoni
zny sposób przypisa¢ przedªu»enie

g : Gen(D

�

) ! R, które jest 
i¡gªym homomor�zmem. Funk
j� f mo»na uto»sami¢ z

rzutem �

f

: R

C(D

�

)

! R ob
i�tym do zbioru fv

x

: x 2 D

�

g. Funk
ja �

f

jGen(D

�

) jest

»¡danym przedªu»eniem. Zauwa»my, »e je±li f 2 C(D

�

) przyjmowaªa wyª¡
znie wªasno±
i

z Z, to przedªu»enie tak»e b�dzie miaªo t¡ wªasno±¢. Odwzorowanie f : D

�

! Z

!

mo»na

kanoni
znie przedªu»y¢ do 
i¡gªego homor�zmu g : Gen(D

�

) ! Z

!

, przedªu»aj¡
 z osobna

ka»d¡ wspóªrzedn¡ f .

Mówimy, »e grupa G jest �

0

�ograni
zona, je±li dla ka»dego otwartego U � G, b�d¡
ego

oto
zeniem 0

G

, istnieje przeli
zalny zbiór F � G taki, »e U + F = G (por. [73, De�nition

3.1℄). Je±li � jest mo
y mniejszej ni» d (por. paragraf 2.9), to Gen(D

�

) jest grup¡ o�

ograni
zon¡. Fakty
znie, doty
zy to wszystki
h grup �

0

�ograni
zon
h mo
y mniejszej ni» d

(a w sz
zególno±
i wszystki
h grup metry
zny
h, o±rodkowy
h mo
y mniejszej ni» d), o 
zym

za±wiad
za nast�puj¡
e rozumowanie, za
zerpni�te z pra
y Fremlina i Millera ([23, Theorem

3℄).
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Nie
h U

n

(n 2 !) b�dzie 
i¡giem oto
ze« 0

Gen(D

�

)

. Wiadomo, »e dla ka»dego n 2 ! istnieje

przeli
zalny zbiór D

n

� Gen(D

�

) o tej wªasno±
i, »e U

n

+ D

n

= Gen(D

�

) (jest to prawda

dla ka»dej podgrupy R

C(D

�

)

, gdy» ka»da podgrupa R

C(D

�

)

jest �

0

�ograni
zona, por. [73,

Proposition 3.2℄). Ponumerujmy elementy D

n

jako D

n

= fd

n;m

: m 2 !g. Dla v 2 Gen(D

�

)

zadajemy funk
je f

v

: ! ! ! wzorem

f

v

(n) = minfm 2 ! : v 2 U

n

+ d

n;m

g:

Skoro Gen(D

�

) ma mniej, ni» d generatorów, to jest mo
y mniejszej ni» d, a zatem istnieje g :

! ! ! takie, »e dla ka»dego f

v

(v 2 Gen(D

�

)) istnieje n 2 ! na którym za
hodzi nierówno±¢

f

v

(n) � g(n). Poka»emy, »e Gen(D

�

) �

S

n2!

U

n

+ fd

n;m

g

m�g(n)

. Nie
h v 2 Gen(D

�

) i nie
h

n takie, »e f

v

(n) � g(n). Wtedy v 2 U

n

+ d

n;f

v

(n)

� U

n

+ fd

n;m

g

m�g(n)

. To dowodzi, »e

Gen(D

�

) jest o�ograni
zona.

Przypu±¢my teraz, »e � � d. Istnieje podgrupa G mo
y � w Z

!

, która zawiera podzbiór

wsz�dzie dominuj¡
y w !

!

� Z

!

. Zauwa»my, »e G nie jest o�ograni
zona; istotnie, je±li

we¹miemy oto
zenia U

n

= fx 2 Z

!

: x

i

= 0 dla i � ng (n 2 !) i przypu±
imy, »e dane

s¡ sko«
zone zbiory F

n

� G (n 2 !). Mo»emy wtedy zde�niowa¢ g : ! ! ! wzorem

g(n) = maxfjf(n)j : f 2 F

n

g i z de�ni
ji G, mo»emy znale¹¢ h 2 G, h : ! ! !, h(n) > g(n)

dla wszystki
h n 2 !. Zauwa»my, »e dla ka»dego n 2 ! za
hodzi h 62 U

n

+ F

n

, gdy» dla

f 2 U

n

+ F

n

mamy f(n) 2 [�g(n); g(n)℄. To przekonuje, »e G nie jest grup¡ o�ograni
zon¡.

Jedno
ze±nie, istnieje surjektywna funk
ja g : D

�

! G � Z

!

, któr¡ zgodnie z uwagami

na po
z¡tku tego paragrafu, mo»emy przedªu»y¢ do 
i¡gªego, surjektywnego homomor�zmu

g : Gen(D

�

)! G. Wiemy, »e grupy o�ograni
zone za
howuj¡ si� przy 
i¡gªy
h homomor�-

zma
h, a zatem Gen(D

�

) nie jest o�ograni
zona, o ile � � d.

Uwaga 5.3.1. Przypadek przestrzeni dyskretnej mógªby budzi¢ nadziej� na konstruk
je bez

dodatkowy
h zaªo»e« teoriomnogo±
iowy
h, pary niemetry
zny
h grup G

1

, G

2

, które byªyby

o�ograni
zone, ale który
h ilo
zyn nie byªby o�ograni
zony.

Na mo
y twierdzenia C. Hernandeza ([30℄, Theorem 4.1), �

0

�ograni
zona grupa G jest o�

ograni
zona wtedy i tylko wtedy, gdy jej wszystkie homomor�
zne, 
i¡gªe obrazy metry
zne

o±rodkowe s¡ o�ograni
zone. Ka»da grupa o�ograni
zona jest �

0

�ograni
zona. Jak wykazaª

Guran ([27℄; dowód twierdzenia Gurana mo»na znale¹¢ w pra
y [73℄, Theorem 3.4), klasa

grup �

0

�ograni
zony
h jest zamkni�ta ze wzgl�du na branie ilo
zynów i 
o wi�
ej, dana
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grupa jest �

0

�ograni
zona wtedy i tylko wtedy, gdy mo»na j¡ wªo»y¢ izomor�
znie w ilo
zyn

grup metry
zny
h o±rodkowy
h.

Zebrawszy te wszystkie informa
je przypu±¢my, »e dana s¡ grupy o�ograni
zone G

1

, G

2

,

który
h ilo
zyn nie jest o�ograni
zony. Wiemy, »e G

1

� G

2

jest �

0

�ograni
zony, a wi�


istnieje grupa metry
zna o±rodkowa H, która nie jest o�ograni
zona, oraz epimor�zm 
i¡gªy

h : G

1

� G

2

! H. Zgodnie z twierdzeniem Gurana, grupy G

1

, G

2

wkªadaj¡ sie w ilo
zyn

grup metry
zny
h o±rodkowy
h (G

1

� �

i2I

1

L

1

i

, G

2

� �

i2I

2

L

2

i

) i zgodnie z twierdzeniem

faktoryza
yjnym (twierdzenie 2.8.1), homomor�zm h faktoryzuje si� przez ilo
zyn �

J

1

[G

1

℄�

�

J

2

[G

2

℄, dla pewny
h przeli
zalny
h zbiorów J

1

� I

1

, J

2

� I

2

. Grupy �

J

1

[G

1

℄, �

J

2

[G

2

℄ s¡

metry
zne o±rodkowe i o�ograni
zone (jako homomor�
zne obrazy grup o�ograni
zony
h),

jednak i
h ilo
zyn nie jest o�ograni
zony, gdy» odwzorowuje si� przez homomor�zm 
i¡gªy

na grup� H.

Powy»sz¡ obserwa
j� mo»na wyrazi¢ jako

Fakt 5.3.2. Je±li istnieje para grup o�ograni
zony
h G;H taki
h, »e G�H nie jest grup¡ o�

ograni
zon¡, to istnieje para grup o�ograni
zony
h, metry
zny
h i o±rodkowy
h G

0

; H

0

taki
h,

»e G

0

�H

0

nie jest grup¡ o�ograni
zon¡.

Zauwa»my, »e w dowodzie powy»szego faktu nie korzystali±my z abelowo±
i grup G i H.

5.4. Konstruk
je grup o�ograni
zony
h przy u»y
iu �ltrów. W tym paragra�e po-

damy inny przykªad pary grup o�ograni
zony
h, który
h ilo
zyn nie jest o�ograni
zony.

Przykªad b�dzie skonstruowany przy dodatkowym zaªo»eniu teoriomnogo±
iowym, które

jednak jest na tyle sªabe, »e pozwala na wykorzystanie tej konstruk
ji do problemu, który b�-

dziemy rozwa»a¢ w paragra�e 7.2, a który doty
zy istnienia grupy metry
znej, o�ograni
zonej,

która nie jest silnie o�ograni
zona. W tym paragra�e b�dziemy posªugiwa¢ si� terminologi¡

doty
z¡
a �ltrów na zbiorze !, któr¡ ustalili±my w paragra�e 2.11.

Dla �ltru F � 2

!

de�niujemy zbiór

A

F

= fx 2 Z

!

: 9 A 2 F 8 n 2 A 8

i�n

jx

i

j � ng:

Uwaga 5.4.1. Dla ka»dego �ltru F � 2

!

za
hodz¡ nast�puj¡
e fakty:

� Je±li x 2 A

F

oraz y 2 Z

!

takie, »e dla ka»dego n 2 ! za
hodzi jy

n

j � jx

n

j, to y 2 A

F

.
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� Do A

F

nale»¡ wszystkie funk
je, które od pewnego miejs
a s¡ staªe.

� Nie
h x 2 A

F

. Dla n 2 ! de�niujemy y

n

= maxfjx

k

j : k � ng. Wtedy y 2 A

F

i dla

ka»dego n 2 ! za
hodzi y

n

� jx

n

j; dodatkowo, funk
ja y jest niemalej¡
a.

Lemat 5.4.2. Dla ka»dego �ltru F � 2

!

grupa X

F

� Z

!

wygenerowana przez zbiór A

F

jest

o�ograni
zona.

Dowód. Dla li
zby naturalnej n 2 ! de�niujemy, tak jak w paragrafa
h 5.2 i 7.2, zbiór

[n℄ = fx 2 Z

!

: x(i) = 0 dla 0 � i < ng. Na potrzeby tego rozumowania rozszerzamy

de�ni
j� o�ograni
zono±
i na wszystkie podzbiory A � Z

!

; dokªadniej, mówimy, »e zbiór

A � Z

!

jest o�ograni
zony, je±li dla ka»dego ±
i±le rosn¡
ego 
i¡gu li
zb naturalny
h r

l

(l 2 !) istnieje 
i¡g li
zb k

l

2 ! (l 2 !) o tej wªasno±
i, »e dla ka»dego x 2 A istnieje

l 2 ! takie, »e dla ka»dego i � r

l

za
hodzi jx(i)j � k

l

. Zbiór o�ograni
zony, o ile jest grup¡

topologi
zn¡, to jest grup¡ o�ograni
zon¡.

De�niujemy zbiór

Z

F

= fx 2 Z

!

: 9 A 2 F 8 n 2 A 8 i � n jx

i

j � n

2

g:

Wyka»emy najpierw, »e zbiór Z

F

jest o�ograni
zony, a nast�pnie przekonamy si�, »e grupa

X

F

jest podzbiorem Z

F

, a wi�
 tym samym jest tak»e o�ograni
zona.

Nie
h r

n

2 ! (n 2 !) b�dzie 
i¡giem ±
i±le rosn¡
ym; de�niujemy k

n

= r

2

n+1

. Nie
h

x 2 Z

F

. Z de�ni
ji wynika, »e istnieje A 2 F taki, »e dla ka»dego n 2 A i dla ka»dego

0 � i � n za
hodzi jx

i

j � n

2

. Nie
h n 2 A, n > r

0

. Istnieje l 2 ! takie, »e n 2 [r

l

; r

l+1

).

Dla ka»dego 0 � i � n za
hodzi jx

i

j � n

2

i jedno
ze±nie k

l

= r

2

l+1

� n

2

, a zatem dla ka»dego

0 � i � r

l

� n za
hodzi

jx

i

j � n

2

� r

2

l+1

= k

l

:

Zatem Z

F

jest zbiorem o�ograni
zonym.

Wyka»emy teraz, »e X

F

jest podzbiorem Z

F

. Nie
h x 2 X

F

. Istniej¡ x

1

; : : : x

l

2 A

F

oraz

li
zby 
aªkowite a

1

; : : : a

l

takie, »e x =

P

l

k=1

a

k

� x

k

. Skoro x

1

; : : : x

l

s¡ elementami A

F

, to

istniej¡ A

1

; : : : A

l

takie, »e dla ka»dego n 2 A

k

(1 � k � l) i dla ka»dego 0 � i � n za
hodzi

jx

k

i

j � n (1 � k � l).
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Znajdujemy a 2 !, a wi�ksze od

P

l

k=1

ja

k

j. De�niujemy A = (

T

l

k=1

A

k

) n f0; : : : ag.

Zauwa»my, »e A 2 F . Nie
h n 2 A i nie
h 0 � i � n. Zauwa»my, »e n > a. Za
hodzi

jx

i

j = j

l

X

k=1

a

k

� x

k

i

j �

�

l

X

k=1

ja

k

jjx

k

i

j �

l

X

k=1

ja

k

jn � n � n = n

2

:

Wykazali±my zatem, »e X

F

� Z

F

. �

Nie
h � = fJ

n

g

n2I

b�dzie podziaªem zbioru ! na zbiory sko«
zone. Przez f

�

: ! ! !

b�dziem ozna
za¢ odwzorowanie, które przypisuje ultra�ltrowi F � 2

!

ultra�ltr

f(F ) = fA � I :

[

n2A

J

n

2 Fg:

Lemat 5.4.3. Je±li F;G s¡ ultra�ltrami o tej wªasno±
i, »e dla ka»dego podziaªu � zbioru

li
zb naturalny
h na zbiory sko«
zone, ultra�ltry f

�

(G) i f

�

(G) s¡ ró»ne, to za
hodzi Z

!

�

X

F

+X

G

. W sz
zególno±
i X

F

�X

G

nie jest grup¡ o�ograni
zon¡.

Uwaga 5.4.4. Ultra�ltry F i G s¡ podobne (w angielskiej terminologii F iG s¡ near 
oherent),

je±li istnieje podziaª � zbioru li
zb naturalny
h na zbiory sko«
zone taki, »e ultra�ltry f

�

(F )

i f

�

(G) s¡ równe.

Jak wykazali Blass i Shelah w pra
y [14℄, istnienie ultra�ltrów F , G które nie s¡ po-

dobne jest niezale»ne od aksjomatyki ZFC. Z [51, Proposition 3.2 oraz Figure 1℄ wynika, »e

nieistnienie dwó
h niepodobny
h ultra�ltrów jest równowa»ne nierówno±
i u < g

5

, a w sz
ze-

gólno±
i i
h istnienie jest zagwarantowane, je±li za
hodzi równo±¢ b = d. Li
zby kardynalne

u i g

5

s¡ zde�niowane w pra
y [51℄.

Stwierdzenie, »e wszystkie ultra�ltry s¡ podobne (aksjomat o podobie«stwie �ltrów, od an-

gielskiego near 
oheren
e of �lters), okazaªo si� równowa»ne pewnym zagadnieniom z zakresu

teorii grup topologi
zny
h, teorii operatorów w przestrzenia
h Hilberta i teorii 
ontinuów

([11℄,[12℄,[13℄,[20℄).

Dowód. (lematu 5.4.3) Nie
h X = X

F

i Y = X

G

. Nie
h f : ! ! ! b�dzie dowoln¡ funk
j¡

±
i±le rosn¡
¡. Wska»emy x 2 A

F

� X i y 2 A

G

� Y takie, »e x + y = f . Zwa»ywszy na

uwag� 5.4.1, wyka»emy w ten sposób, »e Z

!

� X + Y .
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Nie
h k

0

= 0, k

n+1

= f(k

n

) dla n 2 !, n > 0. Nie
h I

n

= [k

n

; k

n+2

) dla n 2 !, n parzyste.

Nie
h J

n

= [k

n

; k

n+2

) dla n 2 !, n nieparzyste i nie
h L

n

= [k

n

; k

n+1

) dla n 2 !. Wiemy, »e

istniej¡ A;B � ! takie, »e

S

n2A

I

n

2 F i

S

n2!nA

I

n

2 G oraz

S

n2B

J

n

2 F i

S

n2!nA

J

n

2 G.

Ustalmy n 2 !, li
zb� parzyst¡. Zde�niujemy x i y, analizuj¡
 
ztery ró»ne przypadki:

(1) Je±li n 2 A i n + 1 62 B to de�niujemy yjL

n

= f jL

n

, xjL

n

= 0 i yjL

n+1

= 0,

xjL

n+1

= f jL

n+1

.

(2) Je±li n 2 A i n+ 1 2 B to de�niujemy yjL

n

[ L

n+1

= f jL

n

[ L

n+1

, xjL

n

[ L

n+1

= 0.

(3) Je±li n 62 A i n + 1 2 B to de�niujemy xjL

n

= f jL

n

, yjL

n

= 0 i xjL

n+1

= 0,

yjL

n+1

= f jL

n+1

.

(4) Je±li n 62 A i n+ 1 62 B to de�niujemy xjL

n

[ L

n+1

= f jL

n

[ L

n+1

, yjL

n

[ L

n+1

= 0.

Niew¡tpliwie x+ y = f . Pozostaje sprawdzi¢, »e x 2 A

F

� X oraz y 2 A

G

� Y . Ustalmy

k 2 (

S

n2A

I

n

\

S

n2B

J

n

) 2 F . By wykaza¢, »e x 2 A

F

, wystar
zy udowodni¢, »e dla ka»dego

i � k za
hodzi x

k

� k. Nie
h n

0

; n

1

2 ! b�d¡ takimi li
zbami, »e k 2 I

n

0

= [k

n

0

; k

n

0

+2

),

k 2 J

n

1

= [k

n

1

; k

n

1

+2

). Wtedy n

0

2 A i n

1

2 B. Przypu±¢my, »e n

0

< n

1

. Wtedy n

1

= n

0

+1

i o li
zbie k mo»emy stwierdzi¢, »e k 2 L

n

0

+1

; bez straty ogólno±
i mo»emy przypu±
i¢, »e

k = k

n

0

+1

(gdy» na mo
y punktu 2 naszej de�ni
ji, element x jest staªy, równy zero na 
aªym

przedziale I

n

0

, a w sz
zególno±
i na przedziale L

n

0

+1

). Li
zba k

n

0

+1

= f(k

n

0

) jest wi�ksza

ni» x

i

dla i � k

n

0

+1

, gdy» f jest funk
j¡ rosn¡
¡, warto±
i x nie przekra
zaj¡ warto±
i f oraz

xjL

n

0

= 0.

Przypu±¢my teraz, »e n

1

< n

0

. Wtedy n

0

= n

1

+ 1 i o li
zbie k mo»emy stwierdzi¢, »e

k 2 L

n

1

+1

; bez straty ogólno±
i mo»emy przypu±
i¢, »e k = k

n

1

+1

(gdy» na mo
y punktu

2 i punktu 1 naszej de�ni
ji, element x jest staªy, równy zero na 
aªym przedziale L

n

1

+1

).

Li
zba k

n

1

+1

= f(k

n

1

) jest wi�ksza ni» x

i

dla i � k

n

1

+1

, gdy» f jest funk
j¡ rosn¡
¡, warto±
i

x nie przekra
zaj¡ warto±
i f oraz xjL

n

1

= 0 (przy ostatniej równo±
i odwoªujemy si� do

punktu 3 i punktu 2 naszej de�ni
ji).

W analogi
zny sposób mo»na sprawdzi¢, »e zbiór (

S

n2!nA

I

n

\

S

n2!nB

J

n

) 2 G za±wiad
za

o tym, »e y 2 A

G

.

Tak jak w paragra�e 5.2, z faktu, »e Z

!

� X

F

+ X

G

wnioskujemy, »e X

F

� X

G

nie jest

grup¡ o�ograni
zon¡. �
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6. P�grupy Lindelofa i grupy silnie o�ograni
zone.

6.1. Wprowadzenie. Wska»emy przykªad grupy topologi
znej, która w sensie struktury

topologi
znej jest P�przestrzeni¡ Lindelofa, ale która nie jest grup¡ silnie o�ograni
zona.

Motywa
ja do szukania takiego przykªadu zostaªa podana we wst�pie, gdzie tak»e opisujemy

inne wªasno±
i naszego grupy.

W paragra�e 6.2 sformuªujemy de�ni
je; w paragra�e 6.3 opiszemy grup� G, która jest

wy»ej wskazanym przykªadem. W paragra�e 6.4 udowodnimy, »e grupa G nie jest silnie o�

ograni
zona, a w paragra�e 6.5 wyka»emy, u»ywaj¡
 metody znanej w literaturze, »e grupa

G jest P�przestrzeni¡ Lindelofa.

6.2. De�ni
je. W tym rozdziale b�dziemy zakªada¢, »e wszystkie przestrzenie topologi
zne

s¡ 
aªkowi
ie regularne. Przestrze« topologi
zna X jest P�przestrzeni¡ je±li dla ka»dego

rodziny G

n

� X (n 2 !) zªo»onej ze zbiorów otwarty
h w X, prze
i�
ie

T

n2!

G

n

jest

zbiorem otwartym w X.

Poj�
ie grupy o�ograni
zonej zostaªo wprowadzone w paragra�e 5.1. Dla grupy G okre-

±lamy gr� �(G) tak, »e gra
z I zagrywa w n�tym ru
hu (n 2 !) zbiorem U

n

� G (n 2 !),

które jest otwarty oto
zeniem 0 2 G, natomiast gra
z II odpowiada sko«
zonym podzbiorem

K

n

� G (n 2 !).

I U

0

U

1

. . .

II K

0

K

1

Gra
z II wygrywa gr�, je±li G �

S

n2!

(U

n

+ K

n

). Grupa topologi
zna jest silnie o�

ograni
zona, je±li gra
z II ma strategi� wygrywaj¡
¡ w grze �(G). Wi�
ej informa
ji na

temat gier mo»na znale¹¢ w paragra�e 8.H i rozdziale 21 ksi¡»ki [35℄. Gry pokry
iowe

podobne do naszej byªy rozwa»ane mi�dzy innymi w [24℄,[63℄,[70℄,[71℄. Z de�ni
ji wynika, »e

ka»da grupa silnie o�ograni
zona jest o�ograni
zona. Od tej pory b�dziemy w tym rozdziale

zakªada¢, »e wszystkie grupy s¡ abelowe.

6.3. Opis przykªadu. Przypomnijmy, »e tak samo jak w paragra�e 3.3, symbol Lim ozna-


za zbiór wszystki
h grani
zny
h li
zb porz¡dkowy
h mniejszy
h ni» !

1

. Jest to zbiór do-

mkni�ty i nieograni
zony. Z de�ni
ji wynika, »e 
z�±¢ wspólna danego zbioru sta
jonarnego
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S � !

1

i zbioru Lim jest zbiorem sta
jonarnym. Dla ka»dego � 2 Lim ustalamy 
i¡g

rosn¡
y (s

�

n

)

n2!

zªo»ony z przeli
zalny
h li
zb porz¡dkowy
h, którego grani
a jest równa

�. Dla f : !

1

! f0; 1g de�niujemy no±nik f jako supp(f) = f� < !

1

: f(�) 6= 0g.

Zauwa»my, »e jest to inne poj�
ia no±nika ni» to, które byªo u»yte w paragra�e 3.4. Podob-

nym poj�
iem b�dziemy posªugiwa¢ si� w paragra�e 7.2. Je±li K � f0; 1g

!

1

to de�niujemy

supp(K) =

S

f2K

supp(f).

Nie
h E b�dzie zbiorem zªo»onym z ty
h wszystki
h funk
ji f : !

1

! f0; 1g które nale»¡

do jednej z nast�puj¡
y
h dwó
h klas:

(1) f ma sko«
zony no±nik lub

(2) istnieje � < !

1

taka, »e dla ka»dego � < !

1

za
hodzi równo±¢ f(�) = 1 wtedy i

tylko wtedy, gdy � = s

�

n

dla pewnego n 2 ! lub � = �. Innymi sªowy funk
ja f jest

funk
j¡ 
harakterysty
zn¡ posta
i �

fs

�

n

g

n2!

[f�g

.

W przestrzeni 2

!

1

wprowadzamy tak¡ struktur� grupow¡ jak w grupie Z

!

1

2

. De�niujemy

grup� G jako zbiór ty
h wszystki
h funk
ji f 2 2

!

1

dla który
h istniej¡ elementy f

1

; : : : ; f

n

2

E takie, »e f = f

1

+ : : :+ f

n

. Dla f 2 G oraz � < !

1

de�niujemy B(f; �) = fg 2 G : f j� =

gj�g. Rodzina fB(f; �)g

�<!

1

;f2G

stanowi baz� przestrzeni G. Baza ta ma mo
 !

1

.

6.4. Grupa G nie jest silnie o�ograni
zona. Przypu±¢my prze
iwnie, »e w grze �(G)

gra
z II dysponuje strategi¡ wygrywaj¡
¡ F .

W takiej sytua
ji

� zde�niujemy funk
je regresywn¡ � : Lim! !

1

and

� z ka»d¡ li
zb¡ grani
zn¡ � 2 !

1

zwi¡»emy

� li
zb� naturaln¡ n

�

oraz

� (by¢ mo»e pusty) rosn¡
y 
i¡g (�

�

0

; : : : ; �

�

n

�

�1

) li
zb porz¡dkowy
h mniejszy
h,

ni» �(�)

takie, »e

(1) �

fs

�

n

g

n2!

[f�g

62

[

k�n

�

�1

B(0; �

�

k

) + F (B(0; �

�

0

); : : : ; B(0; �

�

k

)):

i dla ka»dego �, takiego »e � > � � �(�) > �

�

n

�

�1

za
hodzi warunek

(2) �

fs

�

n

g

n2!

[f�g

2 B(0; �) + F (B(0; �

�

0

); : : : ; B(0; �

�

n

�

�1

); B(0; �)):
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Nie
h � b�dzie dowoln¡ grani
zn¡ li
zb¡ porz¡dkow¡ mniejsz¡ ni» !

1

. Je±li istnieje �,

� > � > s

�

0

taka, »e

�

fs

�

n

g

n2!

[f�g

62 B(0; �) + F (B(0; �))

to de�niujemy �

�

0

= �. Induk
yjnie, je±li istnieje �, � > � > maxfs

�

n

; �

�

n�1

g taka, »e

�

fs

�

n

g

n2!

[f�g

62 B(0; �) + F (B(0; �

�

0

); : : : ; B(0; �

�

n�1

); B(0; �)) to de�niujemy �

�

n

= �.

Skoro strategia F jest wygrywaj¡
a dla gra
za II, istnieje krok induk
yjny n

�

, dla którego

powy»sza pro
edura nie mo»e zosta¢ przeprowadzona. De�niujemy �(�) = maxfs

�

n

�

; �

�

n

�

�1

g+

1. Taka de�ni
ja gwarantuje nam wypeªnienie warunków (1),(2).

Zgodnie z lematem Fodora (lemat 2.5.1), istnieje li
zba 
 < !

1

oraz zbiór sta
jonarny S � !

1

takie, »e �(�) = 
 dla ka»dej li
zby � 2 S. Dla ka»dego 
i¡gu sko«
zonego t zªo»onego z

li
zb porz¡dkowy
h mniejszy
h ni» 
 de�niujemy zbiór S

t

= f� : (�

�

0

; : : : ; �

�

n

�

�1

) = tg.

Zwa»ywszy na fakt, »e istnieje tylko przeli
zalnie wiele taki
h 
i¡gów, istnieje

(3) t = (�

0

; : : : ; �

jtj�1

)

dla którego zbiór S

t

jest zbiorem sta
jonarnym. Istotnie, w prze
iwnym razie otrzymaliby±my

sprze
zno±¢ z lematem 2.5.2. De�niujemy

(4) K

�

= F (B(0; �

0

); : : : ; B(0; �

jtj�1

); B(0; �)) dla � < !

1

:

Przez induk
j� zbudujemy teraz

� 
i¡g zbiorów sta
jonarny
h T

m

� S

t

(m 2 !) oraz

� 
i¡g fs

m

g

m2!

li
zb porz¡dkowy
h

dla który
h b�d¡ speªnione warunki

(5) T

m+1

� T

m

oraz

(6) dla ka»dej li
zby � 2 T

m+1

za
hodzi (s

�

0

; : : : ; s

�

m

) = (s

0

; : : : ; s

m

):

De�niujemy T

0

= S

t

. Dla ka»dego � 2 T

0

oraz m 2 ! de�niujemy  

m

(�) = s

�

m

. Zgodnie

z lematem 2.5.1 istnieje sta
jonarny zbiór T

1

� T

0

oraz li
zba s

0

< !

1

takie, »e dla ka»dego

� 2 T

1

za
hodzi  

0

(�) = s

0

. W kolejny
h kroka
h, posªuguj¡
 si� lematem 2.5.1, de�niujemy

w analogi
zny sposób zbiory T

m+1

� T

m

oraz li
zby s

m

< !

1

takie, »e  

m

(�) = s

m

dla

� 2 T

m+1

. Zbiory T

m

(m 2 !) speªniaj¡ warunki (5), (6).
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De�niujemy

� = maxf
; sup

m2!

s

m

g:

Nie
h �

m

2 T

m

b�dzie dowoln¡ li
zb¡ speªniaj¡
¡ warunek �

m

> � (m 2 !). Zgodnie z

warunkiem (2) oraz de�ni
j¡ (4), dla ka»dego m 2 ! za
hodzi

�

fs

�

m

n

g

n2!

[f�

m

g

2 B(0; �) +K

�

:

St¡d dla ka»dego m 2 ! istnieje f

m

2 B(0; �) oraz g

m

2 K

�

takie, »e �

fs

�

m

n

g

n2!

[f�

m

g

=

f

m

+ g

m

.

D¡»ymy do pokazania, »e rodzina fg

m

g

m2!

jest niesko«
zona. To da sprze
zno±¢ z przy-

pusz
zeniem, »e zbiór K

�

jest sko«
zony. Zauwa»my najpierw, »e dla ka»dego m 2 ! oraz

s < � za
hodzi f

m

(s) = 0 a w konsekwen
ji

(7) g

m

(s) = �

fs

�

m

n

g

n2!

[f�

m

g

(s):

Zde�niujemy rosn¡
y 
i¡g li
zb naturalny
h m

k

2 ! (k 2 !) tak, by dla ka»dego k; k

0

2 !,

k 6= k

0

za
hodziªo g

m

k

+1

6= g

m

k

0

+1

. Nie
h m

0

= 0. Skoro sup

m2!

s

m

� � < �

m

0

+1

= �

1

, to

istnieje li
zba m

1

o tej wªasno±
i, »e dla ka»dego m � m

1

za
hodzi g

m

0

+1

(s

m

) = 0. Przez

induk
je wybieramy m

k

(k 2 !) takie, »e dla ka»dego m � m

k+1

za
hodzi g

m

k

+1

(s

m

) = 0.

To ko«
zy konstruk
j� 
i¡gu m

k

2 ! (k 2 !).

Zauwa»my teraz, »e je±li dane s¡ li
zby k; k

0

2 !, k < k

0

to za
hodzim

k

0

� m

k+1

i na mo
y

konstruk
ji jest speªniona równo±¢ g

m

k

+1

(s

m

k

0

) = 0. Zgodnie z warunkiem (6) i równo±
i¡

(7) mamy

g

m

k

0

+1

(s

m

k

0

) = �

fs

�

m

k

0

+1

n

g

n2!

[f�

m

k

0

+1

g

(s

m

k

0

) = 1:

To dowodzi, »e dla ka»dej pary li
zb k; k

0

2 !, k 6= k

0

za
hodzi g

m

k

+1

6= g

m

k

0

+1

.

6.5. G jest P�przestrzeni¡ Lindelofa. Rozpo
znijmy od obserwa
ji, »e grupa G jest P�

przestrzeni¡, gdy» je±li dany jest 
i¡g zst�puj¡
y B(0; �

n

) (�

n

< !

1

, �

n+1

> �

n

) bazowy
h

oto
ze« 0 2 G, to prze
i�
ie tego 
i¡gu jest otwartym oto
zeniem 0

G

posta
i B(0; �), gdzie

� = sup

n2!

�

n

.

Naszym zadaniem jest teraz sprawdzi¢, »e grupa G jest przestrzeni¡ Lindelofa. W wi�k-

szej ogólno±
i zostaªo to udowodnione w [15℄, a nasz sz
zególny przypadek byª wykazany, z
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dokªadno±
i¡ do bardzo niewielki
h poprawek, w pra
a
h [56℄, [71℄; dla wygody 
zytelnika

przyta
zamy tu prost¡ i kompletn¡ argumenta
j�.

Przypomnijmy, »e symbolem E ozna
zamy zbiór generatorów grupy G. Na to, by wykaza¢,

»e grupa G jest przestrzeni¡ Lindelofa, wystar
zy sprawdzi¢, »e dla ka»dego n 2 ! przestrze«

E

n

jest przestrzeni¡ Lindelofa. Fakty
znie, zauwa»my, »e je±li odwzorowanie h

n

: E

n

! G

zde�niowane jest wzorem h

n

(f

1

; : : : ; f

n

) = f

1

+ : : :+ f

n

to za
hodzi równo±¢ G =

S

h

n

[E

n

℄.

Wªasno±¢ Lindelofa grupy G wyniknie z tego, »e dla ka»dego n 2 ! przestrze« h

n

[E

n

℄, jako


i¡gªy obraz przestrzeni Lindelofa, jest przestrzeni¡ Lindelofa, a klasa przestrzeni Lindelofa

jest zamkni�ta na przeli
zalne sumy (por. paragraf 2.2).

Dla � < !

1

de�niujemy C

�

jako zbiór ty
h wszystki
h funk
ji z E, który
h no±nik jest

zawarty w li
zbie �; zbiór C

�

jest przeli
zalny. Nie
h n 2 !; n > 0 b�dzie ustalon¡ li
zb¡

naturaln¡ i nie
h U b�dzie otwartym pokry
iem przestrzeni E

n

.

Je±li dane s¡ funk
je f

1

; : : : ; f

n

2 C

�

, to mo»emy znale¹¢ li
zb� �

f

1

;:::;f

n

< !

1

oraz

zbiór otwarty G

f

1

;:::;f

n

2 U takie, »e �

n

l=1

B(f

l

; �

f

1

;:::;f

n

) � G

f

1

;:::;f

n

. De�niujemy �(�) =

supf�

f

1

;:::;f

n

: f

1

; : : : ; f

n

2 C

�

g. Zauwa»my, »e li
zba �(�) jest przeli
zalna.

De�niujemy teraz �

0

= ! i �

m+1

= maxf�(�

m

); �

m

+ 1g. Ci¡g �

m

(m 2 !) ma wªasno±¢,

»e dla ka»dego m 2 ! oraz dla ka»dy
h funk
ji f

1

; : : : ; f

n

2 C

�

m

istnieje zbiór otwarty

G

f

1

;:::;f

n

2 U taki, »e �

n

l=1

B(f

l

; �

m+1

) � G

f

1

;:::;f

n

. Kªadziemy teraz � = sup

m2!

�

m

. Nie
h


i¡g (f

1

; : : : ; f

n

) b�dzie dowolnym elementem E

n

takim, »e dla ka»dego l 2 !, 1 � l � n

za
hodzi f

l

6= �

fs

�

n

g

n2!

[f�g

. Wtedy supp(f

l

) \ � jest zbiorem ograni
zonym w zbiorze �.

De�niujemy funk
j�

b

f

l

jako ilo
zyn f

l

� �

[0;�)

(1 � l � n); funk
ja

b

f

l

(1 � l � n) jest

elementem przestrzeni E, a wi�
 mo»emy ustali¢ li
zb� m 2 ! tak¡, »e dla ka»dego l,

1 � l � n zbiór supp(

b

f

l

) jest zawarty w zbiorze �

m

. Zgodnie z konstruk
j¡ funk
ji � istnieje

zbiór otwarty G

b

f

1

;:::;




f

n

2 U taki, »e �

n

l=1

B(

b

f

l

; �) � G

b

f

1

;:::;




f

n

). Co wi�
ej, B(f

l

; �) = B(

b

f

l

; �),

a zatem �

n

l=1

B(f

l

; �) � G

b

f

1

;:::;




f

n

.

Rodzina G = fG

g

1

;:::;g

n

: g

l

2 C

�

; 1 � l � ng � U stanowi otwarte, przeli
zalne pokry
ie

przestrzeni

(8) E

n

n (

[

1�l�n

f(g

1

; : : : ; g

n

) 2 E

n

: g

l

= �

fs

�

n

g

n2!

[f�g

g)

Je±li n = 1 to jedynym elementem E

n

= E, który by¢ mo»e nie jest pokryty przez G,

jest punkt �

fs

�

n

g

n2!

[f�g

. Wnioskujemy st¡d, »e przestrze« E jest przestrzeni¡ Lindelofa.
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Posªu»ymy si� induk
j¡, po to by wykaza¢, »e E

n

jest przestrzeni¡ Lindelofa dla n > 1.

Zaªó»my, »e ju» wykazali±my, »e przestrze« E

n�1

jest przestrzeni¡ Lindelofa (n > 1).

Zauwa»my, »e dla n > 1 zbiór f(g

1

; : : : ; g

n

) 2 E

n

: g

l

= �

fs

�

n

g

n2!

[f�g

g jest homeomor�
zny

z przestrzeni¡ E

n�1

, a wi�
 mo»na go pokry¢ przeli
zalnie wieloma elementami U ; n�krotne

(por. równo±¢ (8)) zastosowanie przypusz
zenia induk
yjnego pozwala z pokry
ia U wybra¢

podpokry
ie przeli
zalne przestrzeni

S

1�l�n

f(g

1

; : : : ; g

n

) 2 E

n

: g

l

= �

fs

�

n

g

n2!

[f�g

g. W po-

ª¡
zeniu z w
ze±niej przeprowadzonym rozumowaniem otrzymujemy, »e z pokry
ia U mo»na

wybra¢ podpokry
ie przeli
zalne 
aªej przestrzeni E

n

, a tym samym, »e przestrze« E

n

jest

przestrzeni¡ Lindelofa.

Uwaga 6.5.1. Wystar
zyªoby wykaza¢, »e przestrze« E jest przestrzeni¡ Lindelofa. Fakty
z-

nie, na mo
y twierdzenia z pra
y [53℄ (Corollary 4.2), ilo
zyn kartezja«ski E

!

jest przestrze-

ni¡ Lindelofa o ile E jest P�przestrzeni¡ Lindelofa.
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7. Metry
zne grupy silnie o�ograni
zone i o�ograni
zone.

7.1. Metry
zne grupy silnie o�ograni
zone. Wyka»emy, »e w klasa metry
zny
h, abe-

lowy
h, o±rodkowy
h grup silnie o�ograni
zony
h jest zamkni�ta ze wzgl�du na branie ilo-


zynów kartezja«ski
h. W paragrafa
h 5.2 oraz 5.4 odnotowali±my, »e przy dodatkowy
h za-

ªo»enia
h teoriomnogo±
iowy
h klasa metry
zny
h grup o�ograni
zony
h nie jest zamkni�ta

na branie ilo
zynów kartezja«ski
h. De�ni
ja gry � i de�ni
ja grupy silnie o�ograni
zonej

s¡ podane w paragra�e 6.2. Za
znijmy od prostej

Uwaga 7.1.1. Ka»da grupa (G; d) �

0

�ograni
zona (por. paragraf 5.3) i metry
zna jest o±rod-

kowa. Istotnie, G je±li przestrze« G nie byªaby o±rodkowa, to mogliby±my znale¹¢ li
zb� � > 0

i nieprzeli
zalny zbiór A � G taki, »e dla ka»dego x; y 2 A, x 6= y kula K(x; �)\K(y; �) = ;.

Zatem dla ka»dego zbioru przeli
zalnego D � G za
hodziªoby D +K(0

G

;

�

2

) 6= G. To daje

sprze
zno±¢ z przypusz
zeniem, »e G jest grup¡ �

0

�ograni
zon¡.

Wnioskujemy st¡d, »e ka»da metry
zna grupa o�ograni
zona, a tym bardziej silnie o�

ograni
zona, jest o±rodkowa.�

uwaga 7:1:1

Wyka»emy teraz

Twierdzenie 7.1.2. Je±li G jest grup¡ silnie o�ograni
zon¡, metry
zn¡ i abelow¡, to G jest

podgrup¡ pewnej metry
znej grupy ��zwartej.

Uwaga 7.1.3. Istniej¡ przykªady 
aªkowi
ie regularny
h grup silnie o�ograni
zony
h, które

nie s¡ podgrupami »adnej grupy ��zwartej ([30, Example 3.1℄).

Dowód. (twierdzenia 7.1.2) Nie
h G b�dzie metry
zn¡, o±rodkow¡ i abelow¡ grup¡ silnie

o�ograni
zon¡. Zgodnie z [60, Theorem 2.3.5, str. 352�353℄, ka»d¡ grup� metryzowaln¡,

mo»na wªo»y¢ homeomor�
znie w pewn¡ abelow¡ grup� zupeªn¡, z za
howaniem struktury

grupowej na G. Mo»emy zatem przypusz
za¢, »e G jest podgrup¡ grupy zupeªnej H. Nie
h

d b�dzie ustalon¡ metryk¡ niezmienni
z¡ (tzn. dla x; y; z 2 G, d(x + z; y + z) = d(x; y)) i

zupeªn¡ na H (por. [60, Theorem 2.3.5, str. 352�353℄). Wyka»emy, posªuguj¡
 si� metod¡

podobn¡ do u»ytej w
ze±niej w pra
y [62℄, »e istnieje ��zwarta grupa C � H taka, »e G � C.

Przez 0 = 0

G

= 0

H

ozna
zamy element neutralny w G, H. Nie
h S b�dzie strategi¡

wygrywaj¡
¡ dla gra
za II. Dla r 2 R, r > 0 i x 2 G de�niujemy K(x; r) = fy 2 G :



61

d(x; y) < rg. Dla li
zb naturalny
h n

0

; : : : n

k

2 ! n f0g de�niujemy

F (n

0

; : : : ; n

k

) = K(0;

1

n

k

) + S(K(0;

1

n

0

); : : : ; K(0;

1

n

k

)):

Dla � 2 (! n f0g)

m

(m 2 !) de�niujemy

C

�

=

\

n2!nf0g

F (�(0); : : : ; �(m� 1); n):

Przypu±¢my, »e istnieje element x 2 G taki, »e x 62

S

�2(!nf0g)

<!

C

�

. Wtedy przez induk
j�

mo»na wybra¢ li
zby naturalne n

0

; n

1

; : : :, n

k

> 0 (k 2 !) takie, »e dla ka»dego k 2 !

za
hodzi x 62 F (n

0

; : : : ; n

k

). To jednak daje sprze
zno±¢ z przypusz
zeniem, »e grupa G jest

silnie o�ograni
zona, bowiem gra
z II przegrywaªby rozgrywk�

I K(0;

1

n

0

) K(0;

1

n

1

)

. . .

II S(K(0;

1

n

0

)) S(K(0;

1

n

0

); K(0;

1

n

1

))

Zauwa»my, »e zbiór 
l

H

(C

�

) jest zbiorem zwartym, gdy» jest domkni�tym podzbiorem

zupeªnej przestrzeni H i jest 
aªkowi
ie ograni
zony, 
o zna
zy, »e dla ka»dego n 2 ! n f0g

mo»na go pokry¢ sko«
zon¡ rodzin¡ zbiorów o ±redni
a
h nie przekra
zaj¡
y
h

1

n

. Istot-

nie, F (�(0); : : : ; �(m � 1); 2n) =

S

x2D

K(x;

1

2n

) dla pewnego sko«
zonego zbioru D � G i


l

H

(C

�

) � 
l

H

(

S

x2D

K(x;

1

2n

)). Szukanymi zbiorami o ±redni
a
h nie przekra
zaj¡
y
h

1

n

s¡

domkni�
ia kul 
l

H

(K(x;

1

2n

)) dla x 2 D. To dowodzi, »e zbiór 
l

H

(C

�

) jest zwarty.

Zbiór C =

S

�2(!nf0g)

<!

C

�

jest ��zwarty. To ozna
za, »e grupa G jest zawarta w grupie

��zwartej wygenerowanej przez zbiór C. �

Uwaga 7.1.4. Przy dodatkowym zaªo»eniu Determina
ji Anality
znej wynik ten otrzymaª

w
ze±niej T. Banakh w pra
y [7, Theorem 4℄.

T. Banakh wykazaª tak»e w [7, Proposition 1℄, »e mo»na znale¹¢ grup� koanality
zn¡ C,

G � C. Nasze rozumowanie, w zakresie grup abelowy
h, odpowiada na pytanie z pra
y [7℄.

Z powy»szego twierdzenia otrzymujemy

Twierdzenie 7.1.5. Je±li G;H s¡ abelowymi grupami metry
znymi, o±rodkowymi i silnie

o�ograni
zonymi, to G�H jest grup¡ silnie o�ograni
zon¡.



62

Dowód. Zgodnie z twierdzeniem 7.1.2 istniej¡ grupy metry
zne grupy ��zwarte G

1

, H

1

takie,

»e G � G

1

oraz H � H

1

. Grupa G�H jest podgrup¡ grupy ��zwartej G

1

�H

1

, a wi�
 jest

silnie o�ograni
zona na mo
y [30, Corollary 2.3℄. �

7.2. Determina
ja gry � w klasie grup metry
zny
h. W rozdziale 6 wykazali±my,

»e istnieje grupa G, która jest o�ograni
zona, ale nie jest silnie o�ograni
zona. W tym

paragra�e wyka»emy, bez dodatkowy
h zaªo»e« teoriomnogo±
iowy
h, »e istnieje metry
zna,

o±rodkowa grupa G, która jest o�ograni
zona, ale która nie jest silnie o�ograni
zona. Wydaje

si�, »e tego rodzaju przykªady nie byªy znane w
ze±niej w literaturze. Co wi�
ej, dla naszej

metry
znej, o±rodkowej grupy G gra �(G) oka»e si� niezdeterminowana. To rozwi¡zuje [29,

Problem 5℄.

Mówimy, »e funk
ja f 2 !

!

ma sko«
zony no±nik, je±li zbiór fn 2 ! : f(n) 6= 0g jest

sko«
zony. Podobne poj�
ie pojawia si� w rozdziale 6; inne poj�
ie no±nika jest u»ywane

w paragra�e 3.4. Mówimy, »e zbiór A � Z

!

jest !

!

�monotoni
zny, je±li dla ka»dej funk
ji

f 2 A istnieje funk
ja niemalej¡
a h 2 A taka, »e dla ka»dego n 2 ! za
hodzi jf(n)j � h(n).

Wyka»emy najpierw

Lemat 7.2.1. Nie
h G � Z

!

b�dzie grup¡ która jest zbiorem !

!

�monotoni
znym, i która

zawiera wszystkie funk
je o sko«
zony
h no±nika
h. Je±li G jest o�ograni
zona, to gra
z I

nie ma strategii wygrywaj¡
ej w �(G).

Dowód. Przypu±¢my, »e gra
z I ma strategi� wygrywaj¡
¡ S. Nie
h g 2 !

!

b�dzie dowoln¡

funk
j¡ rosn¡
¡. Znajdziemy v 2 G takie, »e dla ka»dego n 2 ! za
hodzi v(n) � g(n).

Wyka»emy w ten sposób, »e grupa G nie jest o�ograni
zona (zob. fakt 5.1.2).

Dla li
zb naturalny
h n; k 2 ! przez K

k

n

b�dziemy ozna
za¢ zbiór sko«
zony fx 2 Z

!

:

8

l2!

jx

l

j � n; 8

l>k

x

l

= 0g. Dla li
zby n 2 !, tak jak w paragrafa
h 5.2 i 5.4, przez [n℄

b�dziemy ozna
za¢ zbiór domkni�to�otwarty fx 2 Z

!

: 8

k�n

x

k

= 0g.

Bez straty ogólno±
i mo»na przypu±
i¢, »e w strategii S gra
z I posªuguje si� wyª¡
znie

bazowymi oto
zeniami zera posta
i [n℄ dla n 2 !.

Nie
h [n

0

℄ b�dzie pierwszym zagraniem gra
za I, tak jak przewiduje strategia S. Roze-

gramy dwie partie zgodnie ze strategi¡ S. Nie
h [n

1

℄ = S(K

n

0

g(n

0

)

). Bez straty ogólno±
i

mo»emy przypusz
za¢, »e n

1

> n

0

. Nie
h [n

2

℄ = S(K

n

0

g(n

1

)

). Dla pewnego n

3

2 ! za
ho-

dzi [n

3

℄ = S(K

n

0

g(n

0

)

; K

n

1

g(n

2

)

) i dla pewnego n

4

2 ! za
hodzi [n

4

℄ = S(K

n

0

g(n

1

)

; K

n

2

g(n

3

)

). Dla k
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nieparzystego, je±li n

l

s¡ ju» zde�niowane dla 0 � l < k, de�niujemy

[n

k

℄ = S(K

n

0

g(n

0

)

; K

n

1

g(n

2

)

; : : : ; K

n

k�2

g(n

k�1

)

)

i

[n

k+1

℄ = S(K

n

0

g(n

1

)

; K

n

2

g(n

3

)

; : : : ; K

n

k�1

g(n

k

)

):

Rozgrywki wygl¡daj¡ nast�puj¡
o

I [n

0

℄ [n

1

℄ [n

3

℄

. . .

II K

n

0

g(n

0

)

K

n

1

g(n

2

)

I [n

0

℄ [n

2

℄ [n

4

℄

. . .

II K

n

0

g(n

1

)

K

n

2

g(n

3

)

Zgodnie z de�ni
j¡ gry �, skoro S jest strategi¡ wygrywaj¡
¡ dla gra
za I, to istniej¡

x; y 2 G takie, »e

(9) x 62 ([n

0

℄ +K

n

0

g(n

0

)

) [

[

k2!

([n

2k+1

℄ +K

n

2k+1

g(n

2k+2

)

)

oraz

(10) y 62 ([n

0

℄ +K

n

0

g(n

1

)

) [

[

k>0;k2!

([n

2k

℄ +K

n

2k

g(n

2k+1

)

):

Nie
h w; z 2 G niemalej¡
e i takie, »e dla ka»dego n 2 ! za
hodzi w(n) � jx(n)j, z(n) �

jy(n)j. Wtedy dla k 2 ! za
hodzi

(11) wj[n

2k+1

;n

2k+2

℄ � gj[n

2k+1

;n

2k+2

℄

i

(12) zj[n

2k

;n

2k+1

℄ � gj[n

2k

;n

2k+1

℄:

Istotnie, nie
h k 2 ! i nie
h l 2 [n

2k+1

;n

2k+2

℄. Zgodnie z zale»no±
i¡ (9) istnieje j 2 [0;n

2k+1

℄

takie, »e jx(j)j > g(n

2k+2

). Zauwa»my, »e j � n

2k+1

� l. Wobe
 tego

w(l) � w(j) � jx(j)j > g(n

2k+2

):

Podobne rozumowanie przekonuje, »e za
hodzi nierówno±¢ (12).
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Dla ka»dego l � n

0

za
hodzi z(l) + w(l) � g(l); nie
h u(l) = g(l) dla l < n

0

, u(l) = 0 dla

l � n

0

; zgodnie z naszym zaªo»eniami, mamy u 2 G. Zatem z + w + u � g. �

Uwaga 7.2.2. Zanim przejdziemy do badania determina
ji gry �, zde�niujemy gr� Mengera

�

0

(por. [63℄), o wªasno±
ia
h zbli»ony
h do gry �. W naszej nowej grze �

0

(G) gra
z I

zagrywa dowolne pokry
ie U

n

(n 2 !) przestrzeni G, natomiast zadaniem gra
za II jest

wybra¢ sko«
zon¡ rodzin� V

n

� U

n

tak, by

S

n2!

V

n

byªo pokry
iem G.

Gra �

0

ma sens nie tylko dla grupy topologi
znej G, ale tak»e dla dowolnej przestrzeni

topologi
znej. Mówimy, »e przestrze« metry
zna, o±rodkowa G ma wªasno±¢ Mengera, je±li

dla ka»dego 
i¡gu pokry¢ U

n

(n 2 !) mo»na znale¹¢ sko«
zone podrodziny V

n

� U

n

takie, by

S

n2!

V

n

byªo pokry
iem G. Zgodnie z [61, Theorem 13℄, przestrze« metry
zna, o±rodkowa

G ma wªasno±¢ Mengera wtedy i tylko wtedy, gdy gra
z I nie ma strategii wygrywaj¡
ej

w grze �

0

(G). Je±li G jest dowoln¡ grup¡ z wªasno±
i¡ Mengera, to z de�ni
ji wªasno±
i

Mengera nietrudno jest wywnioskowa¢, »e G jest grup¡ o�ograni
zon¡. Je±li dla przestrzeni

metry
znej G gra
z II ma strategie wygrywaj¡
¡ w grze �

0

(G), to przestrze« jest ��zwarta

([72℄,[62℄).

Klasy grup o�ograni
zony
h i silnie o�ograni
zony
h s¡ zamkni�te na branie podgrup

([30, Theorem 2.1℄), natomiast klasa grup z wªasno±
i¡ Mengera jest zamkni�ta na branie

podgrup domkni�ty
h i nietrudno jest poda¢ przykªad podgrupy grupy zwartej Z

!

2

, która nie

ma wªasno±
i Mengera; istotnie, jak wykazaª Hurewi
z (por. twierdzenie 2.7.11), podzbiory

anality
zne w Z

!

2

maj¡ wªasno±¢ Mengera wtedy i tylko wtedy, gdy s¡ ��zwarte.

W przypadku gry �

0

(G) mo»na wskaza¢ ([23, Theorem 4℄), bez dodatkowy
h zaªo»e«

teoriomnogo±
iowy
h, przestrze« metry
zn¡ o±rodkow¡ G, dla którego gra �

0

(G) nie jest

zdeterminowana (por. [62℄) �

uwaga 7:2:2

W pra
y [29℄ (Problem 5) postawiony jest problem, 
zy bez dodatkowy
h zaªo»e« teoriom-

nogo±
iowy
h istnieje przykªad grupy metry
znejG, dla której �(G) nie jest zdeterminowana.

W pra
y [7℄ postawiony jest problem, 
zy bez dodatkowy
h zaªo»e« teoriomnogo±
iowy
h w

ka»dej grupie polskiej, nigdzie lokalnie zwartej, istnieje podgrupa niezdeterminowana.

Odpowiemy tu na [29, Problem 5℄, posªuguj¡
 si� metod� dowodow¡ zbli»on¡ do u»ytej w

pra
a
h [23, Theorem 4℄, [33, Theorem 5.1℄.
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Uwaga 7.2.3. Zauwa»my, »e je±li grupaG jest generowana przez pewien zbiór !

!

�monotoni
zny

A to G jest zbiorem !

!

�monotoni
znym. Zatem, je±li G � Z

!

jest grup¡ o�ograni
zon¡ ge-

nerowan¡ przez pewien zbiór !

!

�monotoni
zny i G zawiera wszystkie funk
je o sko«
zony
h

no±nika
h, to na mo
y lematu 7.2.1, gra
z I nie ma strategii wygrywaj¡
ej w grze �(G)

�

uwaga 7:2:3

Przez Q ozna
zamy zbiór zªo»ony z ty
h f 2 !

!

, które s¡ od pewnego miejs
a staªe.

Zauwa»my, »e zbiór Q jest przeli
zalny. Je±li za
hodzi nierówno±¢ b < d to ustalamy zbiór

A � !

!

mo
y b, nieograni
zony (por. paragraf 2.9) i zªo»ony z funk
ji niemalej¡
y
h. Nie
h

G b�dzie grup¡ wygenerowan¡ w Z

!

przez zbiór A [ Q. Grupa G ma mo
 mniejsz¡, ni» d,

a zatem jest o�ograni
zona na mo
y naszy
h rozwa»a« z paragrafu 5.3. Zbiór A [ Q jest

!

!

�monotoni
zny, grupa G zawiera wszystkie funk
je o sko«
zony
h no±nika
h, a wi�
 na

mo
y uwagi 7.2.3, gra
z I nie ma strategii wygrywaj¡
ej w grze �(G). Skoro zbiór A jest

nieograni
zony, to grupa G nie jest zawarta w »adnej grupie ��zwartej w Z

!

(zob. paragraf

2.9), a wi�
 na mo
y twierdzenia 7.1.2 grupa G nie jest silnie o�ograni
zona. Podsumowuj¡
,

gra �(G) nie jest zdeterminowana.

Je±li d = b to przykªadu grupy o�grani
zonej, która nie jest zdeterminowana wzgl�dem

gry �(G) dostar
za lemat 5.4.3 (por. uwaga 5.4.4); nie
h F;G b�d¡ nie podobnymi do siebie

ultra�ltrami. �adna z grup X

F

i X

G

nie jest silnie o�ograni
zona. Istotnie, na mo
y twier-

dzenia 7.1.2, je±li grupa X

F

lub grupa X

G

byªaby silnie o�ograni
zona, to byªaby zawarta w

pewnej grupie ��zwartej. Wtedy jednak, na mo
y [30, Theorem 5.3℄, ilo
zyn X

F

�X

G

byªby

grup¡ o�ograni
zon¡. Grupy X

F

, X

G

s¡ generowane przez zbiory zbiory A

F

, A

G

, które s¡

!

!

�monotoni
zne i które zawieraj¡ wszystkie funk
je o sko«
zony
h no±nika
h (por. uwaga

5.4.1). Na mo
y uwagi 7.2.3 wynika st¡d, »e gra
z I nie ma strategii wygrywaj¡
ej w grze

�(X

F

).

Uwaga 7.2.4. Przy dodatkowym zaªo»eniu teoriomnogo±
iowym wynikaj¡
ym z aksjomatu

Martina (add(M) = 
), T. Banakh podaª w pra
y [7, Theorem 7℄ konstruk
j� grupy G dla

której gra �(G) nie jest zdeterminowana. Przy dodatkowym zaªo»eniu teoriomnogo±
iowym

�, konstruk
j� grupy G, która jest P�przestrzeni¡ Lindelofa i dla której gra �(G) nie jest

zdeterminowana, podano w pra
y [29℄.
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