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1. WSTEP.

1.1. Wprowadzenie. Rozprawa poswiecona jest pewnym problemom dotyczacym topologii
zbieznosci punktowej w przestrzeniach funkcyjnych i pewnym problemom z zakresu teorii
grup topologicznych. Dla danej przestrzeni catkowicie regularnej, przez C,(X) oznaczamy
przestrzenn wszystkich rzeczywistych funkcji ciggltych na X z topologia odziedziczong z ilo-
czynu kartezjanskiego RY. Przestrzenie tej postaci sa jednym z glownych obiektow pracy.
Bedziemy rozwazaé grupy topologiczne, o wtasnosciach pokryciowych zblizonych do tych,
ktore posiadaja grupy o-zwarte. Zgodnie 7 twierdzeniem Gurana ([27], por. uwaga 5.3.1),
grupy z rozwazanych przez nas klas mozna traktowa¢ jako podgrupy iloczynéw kartezjan-
skich grup metrycznych, osrodkowych. Przytaczamy ten fakt dla podkreslenia podobienistwa
miedzy topologia przestrzeni funkcyjnych postaci C,(X) C R i topologia w rozwazanych

przez nas grupach. W rozdziatach 5 i 7 koncentrujemy sie na badaniu podgrup grupy Z*.

W rozdziale 3 wskazujemy przyktady przestrzeni catkowicie regularnych X, ktérych prze-
strzenie funkcji C,(X) z topologia zbieznosci punktowej nie sa liniowo homeomorficzne z
Cp(X x ({0} U {;27 : n € w})) (mowimy wtedy, 7e przestrzer X nie jest S-stabilna), ale
sa liniowo homeomorficzne z C,(X x w) (mowimy wtedy, ze przestrzenn X jest N-stabilna).
Przyklady te daja odpowiedZ na pytanie Archangielskiego (|3, Problem 4]). Przyklady 3.4
i 3.1 zostaly zaprezentowane w pracy [49]. Przyklad 3.4 jest przestrzenia metryzowalna;
jego wlasnosci wykazujemy przy uzyciu metody nosnikow, ktoéra ma szerokie zastosowanie
przy badaniu wtlasnosci liniowych homeomorfizméw. Miedzy innymi, mozna wykazaé¢ przy
jej pomocy, ze jesli dane sa przestrzenie metryczne, osrodkowe X i Y takie, ze przestrzenie
Co(X) 1 Cp(Y) sa liniowo homeomorficzne, to wymiar topologiczny X jest rowny wymia-
rowi topologicznemu Y ([55]). W pracy [58] metoda nosnikow znalazta zastosowanie przy
dowodzie, ze istnieje przestrzen metryczna X taka, ze Cy(X) i Cp(X €@ X) nie sa liniowo
homeomorficzne. W istocie autor [58] podaje trzy przyktady przestrzeni metrycznych o tej
wlasnoéci, z ktérych jeden uzywamy w paragrafie 3.4 do rozréznienia pojecia N-stabilnosci i
S—stabilnosci. W pracy [46] metoda nosnikow umozliwita skonstruowanie przestrzeni zwarte;
K takiej, ze przestrzenie Cp(K) i C,(K) x R nie sa liniowo homeomorficzne.

By udowodnié, ze dwie przestrzenie liniowe sa homeomorficzne (lub liniowo homeomor-

ficzne) korzysta sie czesto z technik faktoryzacyjnych, z ktorymi naturalnie sa zwigzane
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pojecia N-—stabilnosci i S—stabilnosci. Jako przyktad zastosowania metody faktoryzacyjnej
moze stuzy¢ wynik Pelczynskiego 7 zakresu przestrzeni Banacha (|28, Theorem 251|), ktory
glosi, ze nieskoriczenie wymiarowe podprzestrzenie uzupetnialne w przestrzeni cy sg izomor-
ficzne 7 ¢g. Innym przyktadem uzycia techniki faktoryzacyjnej jest konstrukcja z pracy [26]
homeomorfizmu miedzy przestrzeniami C,([0,1]) i C,(R). Technika faktoryzacyjna znaj-
duje takze zastosowanie w dowodzie twierdzenia Miljutina ([66], str. 379), ze dla kazdych
dwdch nieprzeliczalnych przestrzeni zwartych metrycznych K, L, przestrzenie Banacha funk-
cji ciagtych C(K) i C(L) sa liniowo izomorficzne. Jesli K i L sa zwartymi przestrzeniami
metrycznymi i zerowymiarowymi, to przy uzyciu metody faktoryzacyjnej mozna wykazac,
ze przestrzenie Cp(K) i C,(L) sa liniowo homeomorficzne (|6, Theorem 2.4.7]). Uzywajac tej
metody mozna takze wykazac, ze istnienie liniowego homeomorfizmu miedzy przestrzeniami
Cp(X) 1 Cp(Y) (X 1Y calkowicie regularne) nie gwarantuje, ze z wlasnosci P przestrzeni
X wynika wtasnoé¢ P przestrzeni Y, gdzie za P mozna wziaé¢ lokalng zwartosé, spetnianie

pierwszego (drugiego) aksjomatu przeliczalnosci, metryzowalnos$é (|6, Example 2.4.10]).

Odwzorowanie f : X — Y przestrzeni topologicznych X i Y nazywamy zageszczeniem,
jesli f jest ciagla bijekcja. Stefan Banach w Ksiedze Szkockiej (|65, Problem 1]) sformutowat
pytanie o istnienie zageszczenia osrodkowej przestrzeni Banacha na przestrzen zwarta. Za-
uwazmy, ze jesli przestrzen Banacha FE jest skonczenie wymiarowa, to E jest lokalnie zwarta,
a wiec istnieje zageszczenie E na przestrzen zwarta (por. fakt 4.1.1).

Pytkiejew ([59]) wykazal, ze jesli X jest borelowska przestrzenia metryczna, osrodkowa
ktora nie jest o—zwarta, to istnieje zageszczenie X na kostke Hilberta. Kulpa, w pracy
[40], zauwazyl ze z rezultatu Pytkiejewa wynika pozytywna odpowiedz na pytanie Bana-
cha. Jak zauwazyli autorzy [8], odpowiedZ na pytanie Banacha mozna uzyskaé takze przy
pomocy metod nieskoriczenie wymiarowej topologii (por. paragraf 4.4). W rozdziale 4 zaj-
miemy sie uogélnieniem wyniku Pytkiejewa na wyzsze klasy rzutowe (twierdzenie 4.1.3).
Nasza metoda polega na indukcyjnej konstrukcji zageszczenia, przez rozszerzanie ciggtej bi-
jekeji na coraz wieksze zbiory w dziedzinie, przy jednoczesnym dbaniu o to, by wyczerpywacé
przeciwdziedzine; w pracy [59] autor postugiwal sie zblizona metoda, do ktorej dodajemy

technike teoriomnogosciowa, ktora pozwala na wykroczenie poza klase zbiorow borelowskich,
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pod warunkiem, ze zbior koanalityczny (zbior II)) dysponuje dodatkowa, wygodna struk-
tura. Mowiac dokladniej, jest nam potrzebne, b; dany zbior byt zupetny ze wzgledu na klase
zbioréw koanalitycznych (na klase IT)). Jak sie okazuje, zbiory rozwazane przez nas w zasto-
sowaniach maja ta wtasnosc. BQd;iemy takze postugiwac sie twierdzeniami o uniformizacji
(zob. paragraf 2.7) dla danej klasy zbiorow, ktore glosza, ze dla zbioru A C X x Y naleza-
cego do okreslonej klasy, mozna znalezé zbiér B C A, ktory nalezy do tej samej klasy i taki,
ze dla kazdego = € X, jesli istnieje y € Y, (z,y) € A to istnieje dokladnie jeden yy € Y
taki, ze (z,yp) € B. Twierdzenie o uniformizacji zachodzi dla klasy zbiorow koanalitycz-
nych co dowodzi, ze zbiory koanalityczne stanowia interesujace rozszerzenie klasy zbiorow
borelowskich.

Archangielski rozpatrywal problem istnienia stabszych topologii zwartych na przestrze-
niach funkeyjnych postaci Cp(X). Archangielski wykazal ([2]), ze jesli X jest metryzowalna
przestrzenia o—zwarta, to przestrzen C,(X) mozna zagesci¢ na przestrzen zwarta, metryczna.
Postawil przy tym hipoteze, ze dla przestrzeni Baire’a w® nie istnieje zageszczenie C),(w®)
na przestrzen zwarta. Przypomnijmy, ze w®“ to przeliczalna potega kartezjanska zbioru liczb
naturalnych w.

Christensen wykazal ([16|, dowod Theorem 3.7), ze jesli X jest przestrzenia o—zwarta, to
istnieje borelowskie, roznowartosciowe odwzorowanie przestrzeni C,(X') na przestrzen [0, 1]*.
W ksiazce [16] sformulowany jest problem (Problem 7), czy istnieje réznowartosciowe od-
wzorowanie borelowskie z przestrzeni C,(w*) na przestrzen [0,1]“. Pytanie motywowane
jest obserwacja ([16], Corollary z Theorem 0.3 i w wiekszej ogdlnosci, [16], Theorem 3.7), ze
przestrzen C,(w®) nie jest ciaglym obrazem przestrzeni w®; w paragrafie 4.2.1, positkujac
sie rezultatami z pracy [1] i naszym twierdzeniem 4.1.3, poglebimy ta uwage Christensena
i damy pozytywna odpowiedZ na problem 7 z jego ksiazki, a jednoczesnie wykazemy, ze
hipoteza Archangielskiego nie zachodzi. Dokladniej, wykazemy, ze jesli X jest metryczng,
o$rodkowa przestrzenia analityczna, ktéra nie jest o—zwarta, to istnieje zageszczenie prze-
strzeni C,(X) na kostke Hilberta I¥. Co wigcej, przy zalozeniu Determinacji Rzutowej
(por. paragraf 2.7) wykazemy, ze jesli X jest metryczna, oSrodkowa przestrzenia rzutowa,
ktora nie jest o-zwarta, to przestrzen C,(X) zageszcza si¢ na kostke Hilberta. Powyzszy
wynik, wraz z twierdzeniem 4.1.3, zostal zaprezentowany w pracy [50|. Razem z rezulta-

tem z pracy [2| (ktory pokrywa przypadek o—zwartej metrycznej, osrodkowej przestrzeni
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X), otrzymujemy twierdzenie, ze dla kazdej przestrzeni X metrycznej, osrodkowej, anali-
tycznej, przestrzen C,(X) zageszcza sie na przestrzen zwarta, a przy dodatkowym zalozeniu
Determinacji Rzutowej, twierdzenie rozszerza sie na klase zbiorow rzutowych. Dla zbioru
analitycznego A, ktory nie jest o—zwarty, jest mozliwa konstrukcja zageszczenia z przestrzeni
Cy(A) na I¥, gdyz z przestrzenia Cp(A) w sposob naturalny zwiazana jest pewna przestrzen
koanalitycznie—zupelna.

Marciszewski w [45] skonstruowal, przy zalozeniu teoriomnogosciowym stabszym od ak-
sjomatu Martina (0 = 2¥), przyktad przestrzeni metrycznej, osrodkowej X takiej, ze C,(X)
nie zageszcza sie na zadna przestrzen o-zwarta, Hausdorffa. Wynika 7z tego, ze naszego
wyniku o zageszczeniach z paragrafu 4.2.1 nie da sie rozszerzy¢, bez dodatkowych zatozen
teoriomnogosciowych, na wszystkie przestrzenie metryczne, o$rodkowe.

W paragrafie 4.3 wykazemy, ze jesli A jest zbiorem koanalitycznie-zupelnym i zerowy-
miarowym, to kazdy nieprzeliczalny zbior analityczny mozna przedstawié jako ciagly, roz-
nowartosciowy obraz zbioru A€ w, sumy dyskretnej przestrzeni A i przestrzeni liczb na-
turalnych. Slaman wykazal (|68]), w odpowiedzi na pytanie Sierpinskiego ([67]), ze istnieje
podprzestrzen X przestrzeni w® o tej whtasnosci, ze kazdy nieprzeliczalny zbior analityczny
mozna przedstawi¢ jako ciagly, roznowartosciowy obraz X. Hjorth wykazal ([31]), w opar-
ciu o rozumowania z zakresu teorii rekursji, ze istnieje koanalityczny zbior o tej whasnoscei i
co wiecej, ze przy zalozeniu Determinacji Analitycznej, jesli A jest zbiorem koanalitycznym
nieborelowskim, to kazdy zbiér analityczny mozna przedstawic¢ jako ciagly roznowartosciowy
obraz zbioru A@ w. O ile zachodzi aksjomat Determinacji Analitycznej to kazdy zbior ko-
analityczny nieborelowski jest koanalitycznie-zupetny, tak wiec nasz wynik mozna uznaé za
uogolnienie obydwu wynikéw Hjortha.

Paragraf 4.4 zawiera uwage, ktorej dowod jest oparty na argumencie zasugerowanym przez
Romana Pola, ze kazda przestrzen Banacha (niekoniecznie osrodkowa), daje sie zagesci¢ na

pewna przestrzen zwarta. Odpowiemy w ten sposob na pytanie T. Banakha i Pliczko z pracy

8]-
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W rozdziatach 5, 6, 7 bedziemy zajmowac sie pewnymi pojeciami, ktore uogoélniaja pojecie
o—zwartosci w klasie grup topologicznych. Wszystkie wyniki przedstawione w tych rozdzia-
tach zostaly uzyskane wspolnie z Adamem Krawczykiem. Material w rozdziatach 51 7 do-
tyczy w przewazajacej mierze grup metrycznych, osrodkowych, a gtéwnie podgrup iloczynu
Z¥. To daje mozliwo$é¢ stosowania metod teoriomnogosciowych, ktore zostaty rozwiniete dla
przestrzeni metrycznych, osrodkowych. W latach dwudziestych, poszukujac charakteryzacji
pojecia o—zwartosci w terminach pokryciowych, Menger wprowadzil w pracy [47] specjalng
klase zbiorow, zwanych dzi§ zbiorami z wtasnosciqg Mengera. Zdefiniowana przez niego wla-
snos¢ pokryciowa okazala si¢ rozmija¢ z o—zwartoscia; po$wiecong jest jej bogata literatura
(por. [61], [23]). Cho¢ nie korzystamy z zadnych gotowych rezultatow dotyczacych zbiorow
z wlasnoscia Mengera, wiele naszych wynikéw motywowanych jest analogicznymi twierdze-
niami dla zbiorow z ta wlasnoscia. Analizie tych analogii poswiecona jest uwaga 7.2.2, gdzie
podajemy definicje zbioru z wlasnoscia Mengera.

W rozdziale 5, postugujac sie dodatkowymi zalozeniami teoriomnogos$ciowymi wykazemy,
ze pewna klasa grup topologicznych — klasa grup o—ograniczonych, nie jest zamknieta ze
wzgledu na branie produktéow; to daje odpowiedZ na pytanie postawione przez Tkaczenke
(73], Problem 3.2) i Hernandeza ([30], Problem 5.2). Podajemy dwie niezalezne konstrukcje.
Konstrukcja z paragrafu 5.2 pochodzi ze wspolnej pracy z Adamem Krawczykiem ([39]);
przeprowadzamy ja przy zalozeniu, ze zachodzi Hipoteza Continuum (a w istocie stabszy
aksjomat teoriomnogos$ciowym wynikajacy z aksjomatu Martina, ktéry mozna wystowic¢ jako
rownosé cov(M) = 0). Konstrukcja z paragrafu 5.4 jest przprowadzona przy dodatkowym
zalozeniu, 7e istnieja dwa ultrafiltry, ktore nie sa podobne (termin ten jest objasniony w
paragrafie 5.4). W pracy [29] podano przyklad grupy metrycznej osrodkowej G, ktorej
kwadrat G' X G nie jest o—ograniczony; autorzy sadzili, ze uzyskali w ten sposob dowod, ze
klasa grup o—ograniczonych nie jest zamknieta na branie produktéw. Okazalo sie jednak, co
zostato nam zakomunikowane przez Michaita Tkaczenke i co opisujemy w paragrafie 5.1, ze
juz grupa G nie jest o-ograniczona (wbrew twierdzeniu z Example 6.1,[30]). W uwadze 5.3.1
wykazujemy, ze jesli istnieja o-ograniczone grupy G, H takie, ze G X H nie jest grupa o—
ograniczona, to istnieja G', H' o—ograniczone grupy metryczne, osrodkowe takie, ze G' x H'

nie jest grupa o—ograniczona.
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W rozdziale 6 wskazemy przyktad grupy topologicznej, ktora w sensie struktury topolo-
gicznej jest P-przestrzenig Lindelofa, ale ktora nie jest grupa silnie o—ograniczona. Nasz
przyktad odpowiada na pytania Hernandeza i Tkaczenki. Konstrukcja, ktorej bedziemy
uzywac, pojawiata sie wczesniej w literaturze. W pracy [56] podano przyklad przestrzeni
Banacha postaci C'(K), ktora w swojej stabej topologii jest przestrzenia Lindelofa, ale ktora
nie jest generowana przez zaden zbiér stabo zwarty. Nasza grupa, z nieco inna topologia,
postuzyta do wygenerowania przestrzeni C'(K). Pojecie silnej o—ograniczonosci wyrazone
jest w terminach istnienia strategii wygrywajacej w grze, w ktorej celem jest pokrycie danej
grupy przy pomocy zbioréow otwartych. W pracach [71],[63] ta sama grupa byla uzyta do
pokazania, ze nie ma strategii wygrywajacej w innych grach pokryciowych.

Jak zauwazyl Hernandez ([30], Theorem 2.4), kazda grupa topologiczna ktora jest P—
przestrzenia Lindelofa, jest o—ograniczona. Przypuszczenie, ze dana grupa jest P—przestrzenia
Lindelofa daje istotng informacje na temat jej wtasnosci pokryciowych; stad pytanie Her-
nandeza (|30], Problem 2.5), czy kazda taka grupa jest silnie o—ograniczona. Nasz przyktad
pokazuje, ze takie wynikanie nie zachodzi; tym samym jest to przyklad grupy o—ograniczonej,
ktora nie jest silnie o—ograniczona. W pracy [30] zostal zaproponowany przykltad grupy to-
pologicznej (Example 6.1,[30]), ktory miata posiadaé taks wlasnosé, jednak okazalo sie,
ze konstrukcja zawiera blad, ktory analizujemy w paragrafie 5.1. Przyklad o—ograniczonej
grupy topologicznej, ktora nie jest silnie o—ograniczona, zostal podany w pracy [29] (Theorem
3.1), przy dodatkowym teoriomnogosciowym zalozeniu . Wydaje sie, ze nasz przyklad to
pierwsza konstrukcja grupy o tej wlasnosci, przeprowadzona bez dodatkowych zalozen teo-
riomnogosciowych.

Co wiecej, nasza grupa jest o-ograniczona i kazdy jej ciagly obraz homomorficzny, o
ile ma przeliczalng baze, jest silnie o—ograniczony, natomiast sama grupa nie jest silnie o—
ograniczona. Faktycznie, w pracy [29] (Lemma 2.2) zostalo wykazane, ze kazdy metryczny,
osrodkowy i ciggly obraz homomorficzny grupy bedacej P-przestrzenia Lindelofa, jest prze-
liczalny. Przy dodatkowym zalozeniu teoriomnogosciowym ¢ podobny przyklad, o nieco
stabszych wlasnosciach, zostal podany w [29] (Theorem 3.1) po to, by udzieli¢ odpowiedzi
na pytanie postawione w [73| (Problem 3.3), [30] (Problem 4.2). Wydaje sie, ze rozpatry-

wana przez nas grupa jest pierwszym przyktadem odpowiadajacym na powyzsze pytanie,
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ktory udato sie uzyskaé¢ bez dodatkowych zatozen teoriomnogoséciowych. Wyniki rozdziatu 6
pokrywaja sie z wynikami ze wspolnej pracy z Adamem Krawczykiem ([38]).

W rozdziale 7 wykazemy, ze metryczne, abelowe grupy silnie o—ograniczone sa podgrupami
grup o—zwartych. Whnioskujemy stad, ze klasa grup silnie o—ograniczonych metrycznych,
osrodkowych i abelowych jest zamknieta na branie iloczynow kartezjanskich. W tym samym
rozdziale, w paragrafie 7.2, wykazemy, ze istnieje abelowa grupa metryczna G, osrodkowa i
o—ograniczona, ktora nie jest silnie o-ograniczona. Wydaje sie, ze grupa G i grupa rozwazana
przez nas w rozdziale 6 to pierwsze przyktady grup o tej wtasnosci, uzyskane bez dodatko-
wych zatozen teoriomnogos$ciowych. Klasa grup silnie o-ograniczonych jest definiowana przy
uzyciu gry I' (por. paragraf 6.2). Udowodnimy, ze gra ['(G) nie jest zdeterminowana; to

daje odpowiedZ na pytanie z pracy [29].

1.2. Podziekowania. Praca zostala napisana pod kierunkiem pana dr. hab. Witolda Marci-
szewskiego, ktoremu chciatbym goraco podziekowaé za opieke naukowsa i pomoc. Wdzieczny
jestem takze panu prof. Romanowi Polowi za zasugerowanie niektérych tematow badaw-
czych, ktore zostaly opracowane w tej rozprawie, za konstultacje ktorych udzielit, a takze
za krytyczne uwagi, ktore pozwolity znaczaco ulepszy¢ niektore fragmenty pracy.

Pan Adam Krawczyk jest wspotautorem dwoch artykulow, ktore weszty w sklad tej roz-
prawy. Praca z nim byta dla mnie bardzo duza przyjemnoscia.

Material przedstawiony w rozdziale 6 byt dyskutowany podczas konferencji w Zahradkach
(Czechy, 2000); Uri Abraham, Mirna Dzamonja, Michal Hrusak i Justin Moore poddali
pewne idee, ktore pozwolily usunaé dodatkowe zalozenie teoriomnogosciowe ¢ z naszego
rozumowania.

Za pomoc materialng jestem wdzieczny swoim rodzicom. Marcin Mucha podarowal mi
monitor komputerowy, dzieki czemu mogtem pisa¢ ta prace w domu. Jestem mu za to bardzo

zobowigzany.
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2. WIADOMOSCI WSTEPNE.

2.1. Przedluzanie przeksztalcen. Bedziemy postugiwaé¢ sie nastepujacym odpowiedni-

kiem twierdzenia Tietzego w klasie przestrzeni catkowicie regularnych:

Twierdzenie 2.1.1 (Lemma 6.4.2 w [52]). Niech X bedzie przestrzenig catkowicie reqularng.
Niech F' C X bedzie zbiorem skoriczonym i niech h : F — [a,b] (a,b € Rya < b) bedzie
funkcjq ciggltq. Wtedy istnieje funkcja ciggta g - X — |a,b] taka, Ze g|F = h.

2.2. Przestrzenie Lindelofa. Przestrzen topologiczna X jest przestrzeniq Lindelofa, jesli
z kazdego pokrycia otwartego przestrzeni X mozna wybra¢ podpokrycie przeliczalne. Klasa
przestrzeni Lindelofa jest zamknieta ze wzgledu na branie przeliczalnych sum ([19], twierdze-
nie 3.8.7) oraz ciaglych obrazow ([19], twierdzenie 3.8.5). Co wiecej, jesli X jest przestrzenia
Lindelofa, ¥ C X jest podzbiorem domknietym, to przestrzen Y takze jest przestrzenia
Lindelofa ([19], twierdzenie 3.8.4).

2.3. Przestrzenn C,(X). Dla danej przestrzeni catkowicie regularnej, przez C,(X) ozna-
czamy przestrzen wszystkich rzeczywistych funkeji ciagtych na X z topologia odziedziczona
z iloczynu kartezjanskiego RY. Ksiazki [52] i [4] zawieraja wiele informacji na temat tej
klasy przestrzeni.

Rodzina zbioréw
Hg € Cp(X) 1 |f(z;) —g(zy)| <edlai=1,...n}: {x;}iz1,.n C X,e>0}}

jest baza otoczen punktu f w przestrzeni C,(X). Przestrzen C,(X) jest przestrzenia liniowo—
topologiczna, a wiec w szczegdlnosci C,(X) jest grupa topologiczna ze wzgledu na operacje
dodawania funkcji. Przestrzeri C,(X) jest gestym podzbiorem przestrzeni RY.

Dla danych przestrzeni catkowicie regularnych X i Y mowimy, ze przestrzen C,(X) jest
liniowo homeomorficzna z przestrzenia C,(Y") jesli istnieje homeomorfizm miedzy C,(X) i

Cy(Y), ktory jest przeksztalceniem liniowym.

Fakt 2.3.1. Jesli dana jest rodzina przestrzeni catkowicie reqularnych X; (i € I, I do-

wolny zbidr indeksow), to przestrzen Cy(ED,.; X;) jest liniowo homeomorficzna z przestrzeniq

HiEICp(Xz')'

el
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Dowdd. Dla f € Cp(D,c; X;) liniowy homeomorfizm F : C,(€D,.; Xi) — ILic;Cp(X;) zada-
jemy wzorem F(f) = ({f|Xi}ier)- O

el

Jesli X jest przestrzenia calkowicie regularng i D C X jest dowolnym podzbiorem, to
przez mp oznaczamy odwzorowanie przestrzeni RX w R” przypisujace f € RY obcigcie f|D.

Przestrzen Cp(X) definiujemy jako 7p(Cp(X)).

2.4. Przestrzenie Baire’a. Przestrzen topologiczna X nazywamy przestrzeniq Baire’a, je-
8li dla kazdej rodziny zbioréow otwartych i gestych U, C X (n € w) cze$¢ wspolna (), ., Un
jest zbiorem gestym w X. Zauwazmy, ze przestrzen X jest przestrzenia Baire’a wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdej rodziny zbiorow F,, (n € w) domknietych, nigdziegestych w X suma
Unew Frn jest zbiorem brzegowym.

Przestrzen topologicznag X nazywamy przestrzeniq dziedzicznie Baire’a, jesli dla kazdego

domknietego podzbioru F' C X, przestrzen F' jest przestrzenia Baire’a. Zachodzi

Twierdzenie 2.4.1 (Oxtoby, [54]). Jesli X jest metryzowalng, osrodkowq przestrzeniq Ba-

ire’a, to przestrzen X, rozpatrywana z topologiq produktowq, jest takze przestrzeniq Baire’a.
Litera S oznaczamy przestrzeri {0} U {+ : n € w} z topologia odziedziczony z R.

Fakt 2.4.2. Dla niepustej przestrzeni catkowicie reqularnej X, przestrzen C,(X x S) nie

jest przestrzeniq Baire’a.

Dowad. Niech zy € X bedzie dowolnym punktem. Zbior

F,={f € Cy(X x8) : Vyew f(xo, ) € [-n;n]}

kE+1
jest domkniety. Zbior F,, jest takze nigdziegesty. Istotnie, niech f € C,(X x S) bedzie
dowolna funkcja. Wezmy bazowe otoczenie V = {g € C,(X xS) : |g(;, %H) — f(xs, k+r1)| <
e, © = 1,...,n} dla pewnych {z;};=_ ., C X, {ki: i =1,...,n} C w, € > 0. Niech
lo € w \ {kz}z:1n Okreélamy h : {Ii, ﬁ}{z:ln} U {I.L'O,ﬁ} —+ R jako h(ﬂ?l, ﬁ) =
f@i ) (6= 1,...,n), h(zo, 757) = n+ 1. Przestrzen X x S jest catkowicie regularna,
zbior {(x;, ﬁ}zzln U {(zo, ﬁ)} C X x S jest skoriczony. Zgodnie z twierdzeniem 2.1.1,
istnieje funkcja ¢ bedaca rozszerzeniem h na przestrzen X x S. Zauwazmy, ze g € V, ale

9 & Fn, gdyz g(zo, 147) = n+ 1.
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Zauwazmy, ze jesli f € Cp(X x S) to istnieje n € w takie, ze f[{zo} x S] C [-n;n] dla
pewnego n € w, gdyz przestrzen {zp} x S jest zwarta. Zatem dla kazdego f € C,(X x S)
istnieje n € w takie, ze f € F,,.

Podsumowujac, zachodzi rownos¢ C,(X x S) = |J F,,, kazdy ze zbioréow jest domkniety i
nigdziegesty, zatem C,(X x S) nie jest przestrzenia Baire’a. O

2.5. Wlasno$ci topologii na liczbach porzadkowych. Jedli o jest liczba porzadkowa,
to istnieje na niej naturalna topologia porzadkowa, dla ktorej baze stanowia odcinki otwarte
(B,7) (B < v < a) oraz odcinki [0, 5) (8 < «). Zbior C' C « jest nieograniczony, jesli dla
kazdej liczby 8 < « istnieje v € C, v > . Bedziemy potrzebowali dodatkowych informacji
o podzbiorach w;. Zbiér A C w; jest stacjonarny, jesli dla kazdego zbioru domknietego
i nieograniczonego C' C w; zachodzi AN C # (. Zbior A C w; jest niestacjonarny jesli
ANC = dla pewnego zbioru domknietego i nieograniczonego C. Funkcja f : A — w; jest

regresywna, jesli dla kazdego oo € A, v # 0 zachodzi f(«) < a.

Lemat 2.5.1 (Fodor, [32], Theorem 22). Dla kazdego zbioru stacjonarnego A i kazdej funkcji

regresywnej f 1 A — wq istnieje zbior stacjonarny B C A na ktorym funkcja f jest stata.

Fakt 2.5.2 ([32], Theorem 7.4). Czesé wspdlna przeliczalnie wielu zbiordw domknietych
i nieograniczonych w wy jest domknieta i nieograniczona w wi. Suma przeliczalnie wielu

zbiorow niestacjonarnych jest niestacjonarna.

Fakt 2.5.3. Dia kazdej funkcji ciaglej f : wi — R istnieje a < wy takie, ze f(5) = f(«) dla
kazdego B > «.

2.6. Przestrzen zbiorow zwartych K(X). Jesli (X,d) jest przestrzenia metryczng, to
definiujemy przestrzen K(X) jako rodzine wszystkich niepustych zwartych podzbiorow X

wraz z metryka Hausdorffa

dist(K, H) = max{sup d(z, H),sup d(z, K)}

reK zeH

2.7. Zbiory borelowskie i rzutowe. Przestrzenn topologiczna X jest przestrzeniq polskq,
jesli X jest osrodkowa i metryzowalna w sposob zupelny. Wszystkie wyniki i pojecia z zakresu
deskryptywnej teorii mnogosci beda stosowane w odniesieniu do podzbioréw przestrzeni

polskich.
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Niech X bedzie ustalong przestrzenia polska. Podzbior B C X jest borelowsk:, jesli
B nalezy do najmniejszego o—ciata generowanego przez podzbiory otwarte przestrzeni X.
Kazdy zbior, ktory mozna przedstawié¢ jako przeciecie przeliczalnie wielu zbioréw otwartych
w X, nazywamy zbiorem typu G5 w X. Kazdy zbior, ktéry mozna przedstawié¢ jako sume
przeliczalnie wielu zbiorow domknietych w X, nazywamy zbiorem typu F, w X. Funkcja
f: X =Y jest borelowska, jesli przeciwobraz zbioru otwartego w X jest zbiorem otwartym
w Y. Funkcja f : X — Y jest borelowskim izomorfizmem, jedli f jest bijekcja i f, f ! sa
funkcjami borelowskimi.

Mo6wimy, ze przestrzetn X nalezy do klasy X lub, réwnowaznie, ze X jest zbiorem ana-
litycznym, jesli istnieje cigglte odwzorowanie z~przestrzeni liczb niewymiernych w® na prze-
strzen X.

Jesli X jest podzbiorem przestrzeni polskiej Y, to mowimy, ze X nalezy do klasy I} lub,
rownowaznie, ze X jest zbiorem koanalitycznym, jesli dopelnienie zbioru X w przestr~zeni Y
jest zbiorem analitycznym.

Klasa ) jest zdefiniowana jako klasa tych przestrzeni metrycznych, osrodkowych, ktore
mozna p;zedstawié jako ciagly obraz pewnego elementu z klasy II}. Ich dopeklienia w

przestrzeniach polskich oznacza sie jako IT}; dla kazdego n € w definiujemy przez indukcje,

postugujac sie tymi samymi okresleniami, klasy zbioréw X! oraz IT!. Wszystkie te klasy
nazywa sie klasami rzutowymi. - -

Gdziekolwiek bedziemy uzywaé¢ symbolu I' na okreslenie rodziny zbioréw, bedziemy przy-
puszczali, ze opisuje on jedng z klas IT! lub X! (n > 1). Dla ustalonej przestrzeni X, symbol
T'(X) opisuje rodzine {A C X : A € T'}. Mozna sprawdzi¢ ([35], Proposition 37.1), ze jesli
X jest przestrzenia polska to zbior A nalezy do klasy 3L (X) (n > 2) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje B € II! (X x 2¥) taki, ze A = 7xB, gtizie mx : X X 2¥ = X jest rzuto-

1
n

waniem 7y (7,y) = x. Klasy rzutowe X1 IIl, dla n > 0,n € w, sa zamkniete ze wzgledu
na branie otwartych i domknietych pOd;biO;(')W (ogolniej: borelowskich podzbioréw), przeli-
czalnych sum i przecie¢, homeomorficznych obrazoéw, borelowskich izomorfizmow i ciaglych
przeciwobrazow ([35], Proposition 37.1).

Wprost z definicji wnioskujemy, ze kazdy zbiér borelowski jest analityczny oraz koanali-

tyczny a takze, ze zachodza zawierania X}, II) € ), NII) ;. Jesli dane sa przestrzenie
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X,Y to zbior U C X X Y jest uniwersalnym dla klasy T'(Y), jesli dla kazdego A € T'(Y)
istnieje x € X taki, ze A={y € Y : (z,y) € U}. Zachodzi

Twierdzenie 2.7.1 ([35], Theorem 37.7). W klasach X! (2% x2%), I} (2 x 2) istniejq zbiory
uniwersalne dla X (2¢), I} (2¥) (n > 1). - -

O zbiorze uniwersalnym z klasy X! mozna wykaza¢, ze nie nalezy on do klasy IT! i

podobnie, o zbiorze z klasy IT! mozna wykazaé¢, ze nie nalezy on do klasy X!.

Zachodza nastepujace

Twierdzenie 2.7.2 (35|, Theorem 14.12). Jesli f : X — Y jest borelowskq bijekcjq mie-
dzy borelowskimi podprzestrzeniami X, Y pewnych przestrzeni polskich, to f~=1 jest funkcjq

borelowska.

Twierdzenie 2.7.3 ([35], Theorem 14.11). Jesli A C X jest analitycznym podzbiorem prze-
strzeni polskiej X oraz X \ A takze jest podzbiorem analitycznym, to A jest zbiorem borelow-

skim.

Twierdzenie 2.7.4 (35|, Exercise 14.13). Zbior analityczny jest przeliczalny lub zawiera

homeomorficzng kopie zbioru Cantora.

Mowimy, ze zbior X w przestrzeni polskiej Y jest co najmniej-I" (I'-hard, zob. [35], def.
22.9) jesli dla kazdego zbioru C' € I'(2¥) istnieje ciagle odwzorowanie f : 2 — Y takie, ze
C = f7'[X]. Taka funkcje nazywamy redukcjq zbioru C' do zbioru X. W dalszym ciagu

bedzie potrzebowali dodatkowej wtasnosci funkcji f; doktadniej, bedzie nam potrzebne

Twierdzenie 2.7.5. (Louveau,Saint—Raymond [42|, Ezercise 26.11 w ksigzce [35]) Jesli X
jest zbiorem co najmniej-T" w przestrzeni polskiej Y, to dla kazdego C € T'(2¥) istnieje ciggle,

réznowartodciowe przeksztatcenie f : 2° —'Y takie, ze C = f~'[X].
Zwroémy uwage, ze 7z powyzszego twierdzenia wynika

Uwaga 2.7.6. (Louveau, Saint—Raymond) Jesli X jest przestrzenia co najmniej—T" to X za-

wiera domkniete homeomorficzne kopie wszystkich elementow I'(2¢).
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Mowimy, ze X is I'-zupetny jesli X jest co najmniej-I" i X € I'. Istnieje wiele natu-
ralnych przyktadéw zbioréw analitycznie, koanalitycznie-zupelnych pochodzacych 7z badan
nad szeregami Fouriera, teoria wymiaru, teoria funkcji rzeczywistych, teoria continuéw ([35],

rozdzialy 27,33). Jeden przyklad bedzie dla nas szczegélnie wazny

Twierdzenie 2.7.7. (Hurewicz, Section 12 w [22| lub Corollary 3(iii) w [34]) Zbior K(Q)

jest koanalitycznie—zupetny, gdzie Q jest zbiorem liczb wymiernych.

Zauwazmy takze, ze zbiory I'-uniwersalne, wskazane w twierdzeniu 2.7.1 sa ['-zupelne.

Aksjomat Determinacji Rzutowej (Determinacja Rzutowa) jest zalozeniem teoriomnogo-
Sciowym podajacym pewne informacje na temat istnienia strategii wygrywajacych w tak
zwanych grach rzutowych; dokladna posta¢ tego aksjomatu nie bedzie miata dla nas znacze-
nia. Mozna udowodni¢, ze ten aksjomat zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja dostatecz-
nie duze liczby kardynalne (por. [35], paragraf 26.B). Uzywajac podstawowych aksjomatow
Zermelo-Fraenkla (w ZFC) mozna wykaza¢, 7e niesprzecznie aksjomat Determinacji Rzu-
towej jest fatszywy. W ZFC mozna takze wykaza¢, ze nie mozna wykazaé niesprzeczno$ci
aksjomatu Determinacji Rzutowej z pozostatymi aksjomatami ZFC; tak wiec jest to zatoze-
nie nieco innego typu, niz na przyktad Hipoteza Continuum (CH), aksjomat Martina, czy
zasada O.

Aksjomat Determinacji Analitycznej (Determinacja Analityczna) jest dodatkowym zatoze-
niem teoriomnogosciowym, ktéry wynika z Determinacji Rzutowej; uzywajac podstawowych
aksjomatow Zermelo—Fraenkla (w ZFC) mozna wykaza¢, ze niesprzecznie aksjomat Deter-
minacji Analitycznej jest falszywy. W ZFC mozna takze wykaza¢, ze nie mozna wykazaé
niesprzecznosci aksjomatu Determinacji Analitycznej z pozostaltymi aksjomatami ZFC.

Dla klasy I' méwimy, ze ma ona wtasnosé uniformizacyi, jesli dla pary przestrzeni polskich
X,Y oraz A € ['(X x Y) istnieje B € T'(X xY) taki, ze dla kazdego z € X, jesli x € mx(A)
to istnieje i to dokladnie jeden y € Y taki, ze (z,y) € B, gdzie 7x : X x YV — X jest

rzutowaniem zdefiniowanym wzorem 7y (z,y) = x. Bedziemy potrzebowali nastepujacego

Twierdzenie 2.7.8. (Moschovakis, Corollary 39.9 w [35]|) Przypusémy, ze spetniony jest
aksjomat Determinacji Rzutowej. Niech A bedzie zbiorem z klasy X1 n > 3,n € w. Wtedy
istnieje zbior C C 2% z klasy I} oraz ciggla bijekcjq ze zbioru C na A.
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Dowdd. Wlasciwy wynik Moschovakisa (Corollary 39.9, [35]) glosi, ze przy zalozeniu Deter-
minacji Rzutowej klasy X3, ., oraz IT}, , (k € w) maja wlasno$¢ uniformizacji. Niech A
bedzie podzbiorem przestrzeni polskiej Y, A € (V) (n > 3,n € w). Z definicji klasy |
istnieje wtedy Cy € II} ,(2¥) oraz ciagte odwzorowanie f:Cy— Y takie, ze A = f[CO].~
Definiujemy homeomorfizm F : Cy — Y x 2¢ przy pomocy wzoru F(x) = (f(x),x).
Zbior Gy = {(y,z) € Cy x 2¢ : f(x) = y} = F[Cy] jest homeomorficzny z Cj, a zatem
nalezy do klasy IT!,_,(Y x 2¢). Zgodnie 7 twierdzeniem Moschovakisa, klasa IT)_; lub klasa
1! ma Wlasnoéguniformizacji; w szczegoOlnodei, istnieje Gy € I (V' x 2¢), bl C G taki,
ze dla kazdego y € A istnieje doktadnie jeden z € 2%, taki, se (y,x) € Gy. Definiujemy
Ci = F'[Gy] € 2¥. Skoro zbior C; jest homeomorficznym obrazem Gy, to nalezy on do
klasy IT!. Biorac pod uwage to, ze z warstw funkcji f wybieraliSmy po dokladnie jednym

punkciNe, funkcja f ograniczona do C} jest réznowartosciowa oraz A = f[C]. O

W przypadku klas £ i £} zalozenie o Determinacji Rzutowej nie jest potrzebne:

Twierdzenie 2.7.9. (Mazurkiewicz, Th. 39.8 w [41] dla ¥1, Kondo, Th. 36.14 w [35] dla
31) Niech A bedzie elementem klasy L. Wtedy istnieje 6, koanalityczny podzbior zbioru

E’antom, oraz ciggta bijekcja ze dbioru C na A.
W rozdziale poswieconym zageszczeniom (rozdzial 4) bedziemy potrzebowali nastepujacego

Twierdzenie 2.7.10. (Kechris, Louveau, Woodin, Lemma 1 w (34|, Lemma 4.2 w [1]) Jesli
B jest zbiorem X —zupelnym (n > 1) to K(B) jest zbiorem II, ., —zupetnym.

To twierdzenie mozna uzna¢ za uogélnienie wyzej wzmiankowanego wyniku Hurewicza

(twierdzenie 2.7.7). Bedziemy potrzebowali takze

Twierdzenie 2.7.11. (Hurewicz, Theorem 21.18 w [35]) Jesli A jest zbiorem analitycznym
w przestrzeni polskiej X oraz A nie jest zbiorem o—zwartym, to istnieje homeomorficzna
kopia zbioru Cantora C C X taka, ze C N A, C N (X \ A) sq¢ gestymi podzbiorami C, z

ktorych pierwszy jest homeomorficzny z przestrzenig w*, a drugi z przestrzenig Q.

oraz
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Lemat 2.7.12 (Wadge dla podzbiorow w®, Theorem 21.14 w [35], ogolnie Kechris w [36]).
Zatézmy, ze zachodzi Determinacja Rzutowa. Jesli A nalezy do klasy 3L i nie nalezy do

klasy ! | to kazdy zbior C € I} _(2¥) mozna zredukowaé do zbioru AL

Dowdd. Jesli A jest podzbiorem przestrzeni w®, to mozna zastosowa¢ metode z dowodu
Theorem 21.14 (|35]). Jesli A jest podzbiorem pewnej przestrzeni polskiej X, A € X! i
A ¢ X! | to mozemy znalezé podzbior domkniety F' C w® oraz ciagla, r(’)Znowaurtoéciﬁz)wai
surjel:ch f: F — X (|35], Theorem 13.7). Niech A" = f~![F]. Wtedy A’ nalezy do klasy

1
n—1»

3! (jako ciagly przeciwobraz zbioru A) i z drugiej strony, A’ nie nalezy do klasy X
gdyz funkcja f jest borelowskim izomorfizmem i jesliby A’ € X! | to takze zbior A gylby
elementem 3} . -

Niech C g IT! ,(2¥). Na mocy wspomnianego wyzej rozumowania Wadge istnieje ciagla

redukcja g zbioru C' do zbioru A’. Zlozenie g z funkcja f redukuje zbior C' do zbioru A. O

2.8. Twierdzenia faktoryzacyjne. Beda one stuzyty zredukowaniu probleméw dotycza-
cych przeksztatcen miedzy ogdlnymi przestrzeniami topologicznymi do probleméw dotycza-
cych przeksztatcen miedzy przestrzeniami metrycznymi osrodkowymi.

Przypomnijmy (por. paragraf 2.3), ze jesli D jest podzbiorem przestrzeni calkowicie re-
gularnej X to funkcja 7p jest rzutowaniem RX na RP, a przestrzeii C'p(X) jest obrazem

przestrzeni C,(X) przy tym rzutowaniu.

Twierdzenie 2.8.1. Jesli G = (G, +,0) jest podgrupq iloczynu grup e L; oraz h : G — H
jest cigglym homomorfizmem w grupe metryczng osrodkowq, to istnieje przeliczalny zbior
indeksow J C I oraz ciggly homomorfizm g : 7;|G] — H takie, zZe zachodzi rowno$é h =

gomy|G.

Dowdd. Niech d bedzie metryka na H. Wtedy dla kazdego n € w istnieje otwarty zbior
bazowy U, C IljcrL; stanowiacy otoczenie O,z taki, ze zbior h(U, N G) jest zawarty w
kuli K4(0g, #1) Bazowy zbior otwarty U, zalezy od skoriczenie wielu wspotrzednych J,,.
Niech J = J,..

Zauwazmy, ze jesliz € G, x; = 0, (i € J) to h(z) = 0, gdyz dla kazdego n € w jest x € U,
a wiec h(r) € K4(0n, 15). To pozwala zdefiniowaé g : m;[G] — H wzorem g(x) = h(y),

gdzie y jest dowolnym elementem 7' (). Z takiej definicji wynika réwnosé h = g o 7;|G.
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Pozostaje sprawdzi¢, ze homomorfizm ¢ jest ciagly. Dla ustalonego n € w mamy wskazaé
V' C m;[G] takie, 7e g[V] C Kd(OH,nLH). Wiemy, ze h|U, N G] C Kd(OH,n%rl), a zatem
gl [Un] N 7y[G]] € Ka(Om, 527), gdy7 jesliy € (7 [m s U] N7 g[G]) NG to y € U, (bowiem
Jn C J), a wiec h(y) € Kq(0m, 35). Mozemy wiec okreslic V' = m;[U,] N 7;[G]. To dowodzi

ciggtosci homomorfizmu g. O

Uwaga 2.8.2. W rozprawie zdecydowaliSmy sie na stosowanie w odniesieniu do grup notacji,
w ktorej dzialanie oznaczone jest przez +, a element neutralny przez 0 = 0g. Co wiecej,
przyjmujemy, ze wszystkie rozwazane przez nas grupy, o ile nie bedzie powiedziane inaczej,
sg abelowe. Chcemy jednak podkresli¢, ze w powyzszym rozumowaniu nie trzeba zaktadac,

ze grupa (G jest przemienna.

Twierdzenie 2.8.3 (Archangielski, [5], Theorem 6). Jesli X jest przestrzeniq catkowicie
reqularng to dla kazdej przestrzeni metrycznej osrodkowej Y 4 dla kazdego ciggltego prze-
ksztatcenia f przestrzeni Cp(X) w przestrzen Y, istnieje przeliczalny zbior D C X oraz

przeksztatcenie ciggle g : Cp(X) — Y takie, Ze g o (mp|Cp(X)) = f.

2.9. Liczby 0, b, cov(M) i inne. Zbior A C w” jest dominujgcy, jesli dla kazdej funkcji
f € w" istnieje g € A taka, ze dla wszystkich n € w, poza byé¢ moze skoriczenie wieloma,
zachodzi nieréwnosé f(n) < g(n). Zbior A C w¥ jest wszedzie dominujgcy, jesli dla kazdej
funkcji f € w” istnieje g € A taka, ze dla wszystkich n € w, zachodzi nieréwnosé f(n) < g(n).
Definiujemy 0 jako (zob. [18, Theorem 3.6])

min{|A| : A dominujacy w w*} =

min{|A| : A wszedzie dominujacy w w*}.

Zbior A C w¥ jest nieograniczony, jesli nie istnieje funkcja ¢ € w® taka, ze dla kazdej
f € Ai dla wszystkich n € w, poza by¢ moze skonczenie wieloma, zachodzi nieréwnosé
f(n) < g(n). Mozna wykaza¢ ([18, Theorem 9.1]), ze zbior A C w® jest nieograniczony
wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest zawarty w zadnym zbiorze c—zwartym. Definiujemy liczbe

b jako

min{|A| : A nieograniczony w w®}.
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Liczbe cov(M) definiujemy jako najmniejsza liczbe kardynalng r, dla ktorej istnieje ro-

dzina podzbiorow A, C R, A, pierwszej kategorii (o < &) takich, ze |J,., Aa = R. W
ksiazce [9] mozna znalezé wiecej informacji na temat liczb 9 i cov(M).

Liczba ¢ oznacza moc zbioru 2. Liczby add(M) (zob. [9]), ui g5 (zob. [51]) pojawiaja

sie w pracy, jednak nie bedziemy potrzebowali ich definicji.

2.10. Drzewa, zbior ciagéw skonczonych. Przez w<“ oznaczamy zbior wszystkich cig-
gow skonczonych o wyrazach ze zbioru w, wlaczajac w to cigg pusty (. Dla dowolnego ciggu
skoriczonego ¢, a w szczegolnosei dla t € w<¥, definiujemy |¢| jako dtugosé ciagu t. Przez w™
(n € w) oznaczamy zbior {t € w<¥ : |t| = n}. Dla danego ciagu t € W™ (n € w), przez [t]
oznaczamy zbior {x € w* : xjn = t}. Moéwimy, ze ciag s € w™ lub ciag s € w¥ przedtuza
ciag t € w" (n < m), jesli dla kazdego 0 < i < n zachodzi (i) = s(i); piszemy wtedy ¢ C s.

Drzewo to podzbior T C w<¥ taki, ze jeslit € T i s C t, to takze t € T. Dla zbioru
ACw¥ite A definiujemy A, = {s€ A:tC s}.

Przez [T| bedziemy oznaczali zbior gatezi drzewa T, czyli zbior tych wszystkich ciagow

z € w* takich, ze dla kazdego n € w zachodzi z|n € T.

2.11. Filtry. Rodzina podzbioréw zbioru liczba naturalnych F C P(w) = 2¥ jest filtrem,
jesli dla kazdych A, B € F i kazdego C C w, A C C zachodzi AN B € F oraz C € F. Filtr
F C P(w) jest niegtéwny, jesli naleza do niego dopelnienia wszystkich zbiorow skonczonych.
Filtr F jest wtasciwy, jesli w ¢ F. Bedziemy rozwazaé wytacznie filtry wtasciwe i niegtéwne.

Filtr F jest ultrafiltrem, jesli dla kazdego A C w zachodzi A € F albo (w\ A) € F.
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3. PRZESTRZENIE N—STABILNE I S—STABILNE.

Za A.W. Archangielskim mowimy, ze przestrzen X jest N-stabilna, jesli przestrzen C,(X)
jest liniowo homeomorficzna z C,(X x w). Przestrzen X jest S-stabilna, jesli przestrzen
C,(X) jest liniowo homeomorficzna z C, (X x S) (przestrzen S jest zdefiniowana w paragrafie
2.4).

W tym rozdziale podamy przykltady przestrzeni topologicznych ktore sa N-stabilne, ale
nie sa S—stabilne; pytanie o istnienie takich przykladéw sformutowal A.W. Archangielski
w [3] (Problem 4). Archangielski zadal w sformutowaniu problemu przyktadow przestrzeni,
ktore bytyby [-stabilne, ale nie S—stabilne; definicja przestrzeni l-stabilnej nie bedzie nam po-
trzebna. Wystarczy nam, ze z Proposition 29,30 ([3]) wynika, Ze kazda przestrzen N-stabilna
jest l-stabilna. Ostatni podany przez nas przyktad jest przestrzenia metryzowalna, co jest
o tyle wazne, ze autor pytania z pracy [3] rozpatruje pojecia N—stabilnosci i I-stabilnosci
gltownie w kontekscie przestrzeni metryzowalnych. Jest to motywowane miedzy innymi tym,
ze wlasnie dla przestrzeni metrycznych zachodzi twierdzenie Dugundji ([52], Theorem 6.6.2),
stanowigce wyjsécie do uzycia metody faktoryzacyjnej w klasie przestrzeni funkcji ciaglych.
O zastosowaniach metody faktoryzacyjnej piszemy szerzej we wstepie. Przyklad rozwa-
zany w paragrafie 3.4 znalazl wezesniej zastosowanie w pracy [58] przy dowodzie, ze istnieje
przestrzen metryzowalna X taka, ze przestrzei C,(X) nie jest liniowo homeomorficzna z
przestrzenia C,(X @ X).

Jesli dana jest przestrzen X, to element f € C,(X x w) bedziemy traktowali jako ciag f =
(fn)new ztozony z funkcji f,, € C,(X), fu(x) = f(z,n). Podobnie, element f € Cp,(X xwxS)
bedziemy zapisywali jako f = (fn.s)newses, gdzie fns € Cp(X), fas(x) = f(z,n,s).

3.1. Pierwszy przyklad. Przykitad bedzie skonstruowany przy pomocy filtrow na zbiorze
w. W paragrafie 2.11 zostaly podane podstawowe definicje dotyczace filtrow.

Dla danego filtru F' C P(w) definiujemy przestrzen topologiczna wg jako zbior punktow
w U {oo} wraz z topologia dyskretna na punktach w i rodzina otoczen punktu oo w postaci

{U:3JA€ FU = AU{oo}}. Wiadomy jest
Fakt 3.1.1 ([19], twierdzenie 1.5.17). Przeliczalne przestrzenie reqularne sq normalne.

Przy jego pomocy nietrudno wykazac
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Fakt 3.1.2. Dla kazdego filtru F', przestrzen wg jest przestrzeniq normalng.

Dowadd. Latwo mozemy sprawdzi¢ regularnos$¢ przestrzeni wp; nastepnie mozemy skorzystac

z faktu 3.1.1 O

Przestrzen wr jest metryzowalna, jesli filtr F' sktada sie z dopelnient zbioréw skonczonych

(wtedy przestrzen wg jest homeomorficzna z przestrzenia S).
Fakt 3.1.3. Jesli filtr F' jest ultrafiltrem niegtownym, to przestrzen wr nie jest metryzowalna.
Dowadd. Punkt oo nie ma przeliczalnej bazy otoczen w wp. O

Twierdzenie 3.1.4 (Lutzer, McCoy, [43|). Jesli F' jest ultrafiltrem, to przestrzen Cy(wr)

jest przestrzeniq Baire’a.

Bierzemy za X = wp X w, gdzie F' jest ultrafiltrem na w. Wtedy X i X X w sa home-
omorficzne. Na mocy twierdzen 3.1.4, 2.4.1, przestrzen C,(X) = Cp(wp X w) = Cp(wr)® jest
przestrzenia Baire’a. Z drugiej strony, na mocy faktu 2.4.2, przestrzen C,(X X S) nie jest
przestrzenia Baire’a, a wiec nie ma homeomorfizmu miedzy C,(X) i Cp(X x S). Zatem X

jest przyktadem przestrzeni N-stabilnej, ktora nie jest S—stabilna.

3.2. Drugi przyktad. W tym paragrafie rozpatrujemy przestrzen w; z topologia dyskretna.
Przestrzen L(R;) = w; U {oo} sktada sie ze zbioru D = w; ztozonego z w; punktow izolowa-

nych oraz punktu oo, ktorego baze otoczen stanowi rodzina
{{oc}UA C DU {0} : D\ A jest zbiorem przeliczalnym}.

Zauwazmy, ze kazda funkcja rzeczywista, ciagla f : L(X;) — R jest stala, rowna f(oo)
dla wszystkich d € D, po pominieciu co najwyzej przeliczalnie wielu. Definiujemy ()
jako podprzestrzen C,(L(Ry)), ztozona z tych funkcji, ktore w nieskonczonosci sa rowne 0.
Dla f € ¥(Ry) definiujemy x(f) = sup{y € wy : f(7) # 0}. Niech f € C,(L(R,)); zadajemy
T :Cy(L(Xy)) = E(Xy) za pomoca wzorow

T(f)(a+1)= f(a)— f(oo) dla a < w

T(f)(a) = fla) = f(oo) dlaw < a <w
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Przeksztalcenie T' jest homeomorfizmem liniowym pomiedzy C,(L(R;)) 1 X(Xy).

Niech D,, C D (n € w) beda takimi podzbiorami D, ze D,, N D,,, = () dla m # n, m,n € w
oraz | J,,c,, Dn = D. Niech b, : D, — D bedzie dowolna bijekcja (n € w).

Przestrzen (R, ) jest liniowo homeomorficzna z przestrzenia X (X, )%, gdyz ciagowi (f,)new €

Y (Ry)“ mozemy przypisa¢ f € 2(N),
f(d) = fu(bn(d)) dla d € D,,.

Postugujac sie argumentacja zasugerowana przez Romana Pola i przedstawiong w pracy

magisterskiej [48| (rozdzial 8), uzyskujemy
Fakt 3.2.1. Przestrzen 3(Xy) jest przestrzeniq dziedzicznie Baire’a.

Dostajemy w ten sposob drugi przyktad przestrzeni, ktoéra jest N-stabilna, ale nie jest S—
stabilna. Faktycznie, jesli X = L(X;) x w, to C,,(X X w) i C,(X) sa liniowo homeomorficzne,
a ponadto przestrzen C,(X) jest liniowo homeomorficzna z £ (X;), a wiec zgodnie z faktem
3.2.1, przestrzen X (X ) jest dziedzicznie Baire’a; z drugiej strony C,(X x S), zgodnie z faktem
2.4.2, nie jest przestrzenia Baire’a, wiec nie istnieje homeomorfizm miedzy przestrzeniami

Cp(X) i Cp(X x S).

3.3. Trzeci przyklad. W tym paragrafie rozpatrujemy w; z topologia porzadkowa (por.
paragraf 2.5). Niech X = w; x w. Oczywidcie, przestrzen C,(X X w) jest liniowo home-
omorficzna z C,(X), gdyz X i X X w sa homeomorficzne. By otrzymaé trzeci przyklad
przestrzeni N-stabilnej, ale nie S-stabilnej, pozostaje wykazac¢, ze C,(X) i Cp(X x S) nie sa
homeomorficzne. Nasze rozumowanie bedzie bardzo zblizone do rozumowania Gulko (]25]).

Definiujemy
Ey = {(fa)new € Cp(X) : Vne, funkeja f, jest stala poczynajac od a}
i podobnie
F, = {(f”am)nEw,seS € Cp(X x S) : Vnewmes funkcja f, ,,, jest stata poczynajac od a}.

Zauwazmy, ze zgodnie z Faktem 2.5.3 zachodza rownosci C,(X) = | E,, Cp(X x S) =

a<wi

Uacw, Fa- Przypusémy, ze istnieje liniowy homeomorfizm T': Cp(X) — Cp(X x S).

Lemat 3.3.1 (Gulko). Zbior C = {a: T(E,) = F,} jest domkniety i nieograniczony w w;.
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Dowdd. Faktycznie, jesli ap < wy, to T(Ey,) jest osrodkowa podprzestrzenia Cp(X x S), a

wiec T(E,,) C Fp, dla pewnej liczby 8y. Podobnie, zbior T (Fj,) jest zawarty w przestrzeni
E,,, dla pewnego a; < wy; przez indukcje definiujemy ay,, 5, < w; takie, ze oy, < 8, < apiq
oraz, T(E,,) C Fp,, T""(Fs,) C Ea,,, (n € w).

Definiujemy v = sup, ¢, @, = sup,,¢,, Bn. Wtedy
T(|JE.) C F,

oraz

T'(|J F) CE,.

a<ly

W zwiazku z tym, ze |J,_., Fo jest gesta podprzestrzenia E., oraz .., F, jest gesta pod-

a<ly a<ly

przestrzenia F,, to z ciaglosci T, T~ i domknietosci zbiorow E., F, dostajemy T'(E,) = F,,
oraz T '(F,) = E,.

Jesli a, € C, oy < apy1 (0 € w), v = sup,c, an € C, to skoro |, . E,, jest gesta

new

podprzestrzenig E, | J, o, Fa, jest gesta podprzestrzenia F, oraz T, T~! s odwzorowaniami

ciagtymi, to T(E,) = F,, T"'(F,) = E,. O
Lemat 3.3.2 (Gulko). Zbior

D = {CY <wi: v(fk)k@,; (gk)kew € CP(X) [vﬁ<a,n€w fn(ﬁ) - gn(ﬁ)] <~
[Vs<amewses T((fi)gew) (851 8) = T((9k) ew) (8,15 8)]}

jest domkniety © nieograniczony w wy.

Dowdd. Dlaliczby o < wy definiujemy S® : Cpp(X) — Cplaxwx S), S*(f) = T(f)|axwxS.
Podobnie definiujemy R : Cp(X x S) — Cp(a x w), R*(f) =T (f)|a x w.
Niech «p bedzie ustalona liczba mniejsza niz w;. Zgodnie 7z twierdzeniem faktoryza-

cyjnym (twierdzenie 2.8.3) zastosowanym do funkcji S, istnieje liczba fy > «p taka, ze

v(fk)kew (gk)kEw S CP(X)
[v5<50,n6w fn(ﬁ) = gn(ﬁ)] = [V,B<ao,n6w,s€5‘ T((fk)kew)(ﬁa n, S) = T((gk)k@u)(ﬁv n, S)]

Zgodnie z twierdzeniem 2.8.3, zastosowanym do funkcji R%°, mozemy wybraé liczbe a; > 3,

takaaze v(fk)kEWJ(gk)kGM € Cb(}()

Vs<armewses T((fi)pew) (81, 8) = T((9k)gen) (6,1, 8)] = [Va<ponew fo(B) = gn(B)]-
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Twierdzenie 2.8.3 pozwala nam wybraé liczby ap < By < a1 < 1 < ... < w; takie, ze

v(fk)kew (gk)kew € CP(X)

[v5<ﬁn,n€w fn(ﬁ) = gn(ﬁ)] = [v5<04n—1,n6w,865 T((fk)k@u)(ﬁv n, S) = T((gk)kew)(ﬁa n, S)],

oraz

[v5<04n,n€w,865 T((fk)k@u)(ﬁv n, S) = T((gk)kew)(ﬁa n, S)] = [V,3</3n—1,n€w fn(ﬁ) = gn(ﬁ)]

Liczba sup,,¢,, o = Sup,,c,, 3n jest wieksza niz oy i nalezy do zbioru D. To dowodzi, ze D

jest zbiorem nieograniczonym. fatwo sprawdzi¢, ze zbior D jest domkniety. 0

Definiujemy E(a, ) jako zbior funkcji z Cp(X), ktore zeruja si¢ dla wszystkich (vy,n) €
a X w i sa state dla wszystkich (v,n), v > 8, n € w. Analogicznie, definiujemy F'(«, ) jako
zbior funkcji z C,(X x S), ktore zeruja sie dla wszystkich (y,n,s) € a x w x S i sa stale dla
wszystkich (v, n, s) takich, ze v > f, n€w, s € S.

Bierzemy o« € D N Lim oraz § € C'N Lim, 8 > «, gdzie Lim jest zbiorem wszystkich liczb
granicznych, mniejszych niz w;. Zgodnie z lematami 3.3.1, 3.3.2, zachodzi T(E(«a, 3)) =
F(a, B). Niech

G = {(fu)ncw € F(:8) : Vocw £a(8) = 0}
oraz

HB — {(gn,s)new,SGS S F(Oz,ﬁ) : vnEw,sES gn,s(ﬁ) - 0}

Definiujemy
G = {(fu)new € E(a, ) : Vyew fn stala na odcinku (o; 5]},

Hj = {(gn,s)new € F(a, ) : Vnew,ses gn,s stala na odcinku (o; 8]}

Kazda funkcje f € E(«, 8) mozemy jednoznacznie zapisa¢ jako fo + fi, gdzie fy € G,
fi € G5 i podobnie kazda funkcje g € F(a, #) mozna zapisa¢ jednoznacznie jako go + g1,
gdzie go € Hp, g1 € Hp.

Przypusémy, ze T(Gp) = Hz. Wtedy mamy T(f) = T(fo + f1) = T(fo) + T(f,) oraz
T (g0 + g1) = T7'(90) + T7"(q1), gdzie f = fo + fi oraz g = go + g1 to wyzej opisane
rozklady. Niech 7r, 7 beda rzutami z odpowiednio, przestrzeni E(a, ) na G} oraz z
przestrzeni F (o, ) na Hj. Definiujemy Ty : Gy — Hj, Ti(f) = na(T(75'(f))); jesli
(9—h) € Ggto T(g) —T(h) € Hg, a wigc T} jest dobrze zdefiniowany; podobnie definiujemy
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T, '. Ty jest liniowym homeomorfizmem G5 na Hp; to przywodzi nas do sprzecznosci, gdyz
przestrzen G’ﬁ jest liniowo homeomorficzna z RY, przestrzen H é jest liniowo homeomorficzna
z RY x C,(S) z ktorych pierwsza jest przestrzenia metryzowalna w sposob zupelny, a druga,
zgodnie z faktem 2.4.2, nie jest przestrzenia Baire’a.

Uzyskujemy wiec wniosek, ze albo T(Gg) ¢ Hg, albo T *(Hg) ¢ Gs. Jesli T(Gg) ¢ Hp to
bierzemy funkcje f° = (f7),en € Gg dlaktorej T(f?) nie nalezy do Hp. Jesli T~'(Hz) ¢ G,
to bierzemy funkcje ¢° = (95 Jnewses € Hp dla ktorej T'(¢%) nie nalezy do Gj.

Oznaczamy oy = «, By = [ i powtarzamy powyzsza procedure dla pary aq € D, 5y € C,
ap < By < ay; < Bi. Przez indukcje, ze wzgledu na v < wy, budujemy ciag liczb i funkeji,
ktore zaswiadczaja o tym, ze T(G,) # Hg,. Przypusémy najpierw, ze dla nieprzeliczalnie
wielu krokéw zaszta mozliwos¢ T(Gg,) ¢ Hpg, czyli, ze dla nieprzeliczalnie wielu v < w;
udalo nam sie wybraé¢ funkcje % = (f,f”)kew € Gpg takie, ze T(fP") ¢ Hg . Mozemy
znalez¢ ng € w, sg € S oraz € > 0 takie, ze dla nieprzeliczalnie wielu v < w; mamy
T (f%)(B,,1n0,50)| > €. Niech y,41 > 7, bedzie rosnacym ciagiem takich + i niech § =
SUD,c, Yn- Wtedy dla kazdego (v,k) € w; x w zachodzi fPm(v,k) — 0 przy n — oo,
a jednoczesnie |T(f%m)(d,ng,s0)| > €, co daje sprzecznoéé z przypuszczeniem, ze T jest
ciaglym przeksztatceniem takim, ze 7'(0) = 0.

Rozumujemy analogicznie, jesli dla nieprzeliczalnie wielu krokow zaszta mozliwos¢ T~ (Hg, ) ¢

G, To dowodzi, ze nie istnieje liniowy homeomorfizm pomiedzy C,(X x S) i Cp(X).

Uwaga 3.3.3. Inaczej, niz w oryginalnym przyktadzie Gulki ([25]), gdzie dowodzi sie, ze nie
istnieje homeomorfizm miedzy przestrzeniami Cp(wy) 1 Cp(wy @ w), nie mozemy w naszym
rozumowaniu postuzy¢ sie argumentem, ze nie istnieje homeomorfizm miedzy przestrzeniami
E(a, B) 1 F(a, ), ktory przeprowadza G na Hg (o, f < wy, przedzial («, 3) nieskoriczony).
Cho¢ przestrzenie G5, Hp, dopelniajace Gig i Hg do przestrzeni E(a, 3) i F(a, ), nie sa
homeomorficzne, to dzigki [52, Theorem 6.12.15] istnieje homeomorfizm miedzy Gz i Hg,
ktory rozszerza sie do homeomorfizmu miedzy E(«, 5) i F(a, 8) ([10, Theorem 3.2]).

3.4. Przyklad metryzowalnej przestrzeni N—stabilnej, ale nie S—stabilnej. Odwzo-
rowanie © — P(z), ktore z punktem 2 € X wiaze podzbior przestrzeni Y, nazywamy
pdtciggtym dolnie, jesli dla kazdego zbioru otwartego U C Y, zbior {z € X : P(z) N U # 0}

jest otwarty.
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Jesli T : Cp(X) — Cp(Y) jest liniowym odwzorowaniem na przestrzei C,(Y), to z kazdym
y € Y mozemy zwiaza¢ kanonicznie (|52, Rozdzial 6.8]) skoniczony zbior supp(y) C X oraz
liczby {as}esupp(y) takie, ze dla kazdej funkcji f € Cp(X) zachodzi

T(H) = Y, auf(2).

z€supp(y)
Zbior supp(y) nazywamy nosnikiem punktu y. Zauwazmy, 7e jest to inny pojecie nosnika,
niz to, ktore bedziemy uzywaé¢ w rozdziale 6 i w paragrafie 7.2. Dla podzbioru A C Y przez
supp(A) oznaczamy sume no$nikow punktow z A.
Odwzorowanie y — supp(y) ma nastepujace whasnosci (do ktorych bedziemy dalej odwo-

lywali sie, jako do wlasnosci nosnikow):

(1) (|52, Lemma 6.8.2(2)]) jest polciagte dolnie, a w szczegolnosci dla kazdego A C V' i
y € cly(A) zachodzi

supp(y) C clx(supp(4)),

(2) ([52, Theorem 6.8.3]) jesli S C Y jest zbiorem zwartym, to
clx (supp(S)) jest zwartym podzbiorem X.

(3) (|52, Lemma 6.8.2(5)]) jesli T' jest liniowym homeomorfizmem oraz z — supp(z)

jest nosnikiem przeksztalcenia odwrotnego 7!, to dla kazdego y € Y zachodzi y €
supp(supp(y))-

Dla kazdej liczby granicznej o < wy ustalamy ciag (z%)ne, taki, ze 28 < o oraz sup,,c, ro =

a. Przestrzenig Stone’a bedziemy nazywali zbior
E = {(2})necw : @ < wi, « graniczna} C wf

wraz z metryka d(z,y) = n%rl gdzie n € w najmniejsza liczba naturalna, dla ktorej z(n) #

y(n) (z #y) .
Niech X bedzie przestrzenia metryzowalng ciezaru w,. Wstepujacy ciag

A1CA2C...CA§...CX, §<w1

nazywamy dopuszczalnym, jesli |A¢| < w oraz

A J{Ae:E<w) =X, i e = J{Au:a < ¢}
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dla granicznych &.
Dla granicznych liczb ¢ < wy definiujemy warstwe na poziomie & wzgledem ciggu dopusz-

czalnego jako

Ag = d(A) \ | J{d(Aa) s a < €}

Zachodzi

Twierdzenie 3.4.1 (R. Pol, Corollary 2.3 [57]). Dla kazdych dwdch ciggow dopuszczalnych
w przestrzeni metryzowalnej X ciezaru wy, warstwy okreslone przez te ciggi sq rowne na

wszystkich poziomach, po pominieciu niestacjonarnie wielu.
Dla przestrzeni Stone’a E ustalamy cigg dopuszczalny

Ee = {(20)new : @ < &, a graniczna}.

n

Powtarzajac rozumowanie Stone’a ([69],Rozdzial 5) wykazemy, ze wszystkie warstwy wzgle-
dem tego ciggu, za wylaczeniem niestacjonarnie wielu, sa jednopunktowe.
Zauwazmy najpierw, ze jesli a < &, to (28) & cl(E,), gdyz dla pewnego ny € w mamy

28 > a dla wszystkich n € w,n > ng (a wiec odlegloéé od punktu (z%),e. do zbioru E,

Wynosi co najmniej n01+1).

Zatem dla kazdego granicznego £ < w; warstwa E\g jest pusta lub sktada sie z punktu
{(25) }new- Przypusémy, ze dla wszystkich € z pewnego zbioru domknigtego i nieograniczo-
nego C' C w; warstwy EE sa puste. Z kazda liczbg & € C' mozemy zwigzaé liczbe naturalng

ne € w, dla ktorej kula o promieniu ni bedzie miala puste przecigcie ze zbiorem Eg. Z

definicji metryki d dostajemy, ze dla ka;dego a < € istnieje n < ng takie, ze z0 # 8.

Definiujemy C, = {{ € C : ng = n}. Zgodnie z faktem 2.5.2, istnieje ny € w takie, ze
zbior C,, jest stacjonarny. Definiujemy Ag = C,, oraz fi : C — wy, wzorem fi(§) = xi
(k € w). Funkcja fy jest regresywna i zgodnie 7z lematem 2.5.1, istnieje stacjonarny zbior
Ay C Ay taki, ze fy jest stata na A;. Indukcyjnie, dla k < ng, definiujemy Ay, C Aj takie,
ze fr jest state na Ag,;.

Niech o, € A,,, a < £. Funkcje fr (0 <k < nyg) sa stale na zbiorze A,,, a wiec

2% = fu(€) = fula) = 2}



30

dla kazdego 0 < k < my. Skoro ng = ng, to dostajemy sprzeczno$¢ z przypuszczeniem,
7e odlegto$¢ od (2%),en do E¢ wynosi co najmniej n—lg To dowodzi, ze dla wszystkich &

granicznych, za pominieciem niestacjonarnie wielu, warstwa Eg jest rowna {(z8)ne }-

Uwaga 3.4.2. Rozumowanie Stone’a wraz z twierdzeniem 3.4.1 przekonuje, ze dla kazdego
ciggu dopuszczalnego w przestrzeni F, wszystkie warstwy wyznaczone przez ten ciag, za po-
minieciem niestacjonarnie wielu, sa jednopunktowe. Wobec tego wnioskujemy z twierdzenia
3.4.1, 7ze dla kazdego ciagu dopuszczalnego w przestrzeniach F X w, E X w x S, wszystkie

warstwy, po pominieciem niestacjonarnie wielu, sa postaci {(zf)nen} X w i odpowiednio,

{(28)pew} X wx S,
Wykorzystamy ta uwage przy dowodzie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 3.4.3. Nie istnieje liniowy homeomorfizm miedzy przestrzeniami Cp(E X w) 1

Cp(E xw x S).

Przed dowodem zauwazmy, ze przestrzen X = F X w jest przykladem przestrzeni me-
trycznej takiej, ze Cp(X) i Cp(X X w) sa liniowo homeomorficzne (gdyz X i X X w sa
homeomorficzne), natomiast, w $wietle twierdzenia 3.4.3, przestrzenie C,(X x S) i Cp(X)

nie s liniowo homeomorficzne.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieje liniowy homeomorfizm T : C,(X) — C,(Y), gdzie X =
E xworaz Y = X x S. Niech
Niech

AlcAJc...CAl...CX (E<w),

bedzie dowolnym ciggiem dopuszczalnym w przestrzeni X.

Dla n € w definiujemy przez indukcje zbiory

B = U{supp(x) rx € Af}

gdzie supp(z) jest nognikiem punktu x wzgledem przeksztatcenia T i

Azt = J{supp(y) : y € B},
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gdzie supp(y) jest nosnikiem punktu y wzgledem przeksztalcenia T'. Ostatecznie, dla kazdego

¢ < wy kladziemy

Ce=J 4;
new
oraz
De = B
new
Wtedy ciag
CoCcCiC...CCeC...CX, {<uwy,
1 ciag

D0CD1C...CD§C...CY,§<W1,

sa dopuszczalne i dodatkowo spelniaja warunki C¢ = supp(D;) i De = supp(C¢) dla kazdego
¢ < wy. Wyjasnimy, dlaczego suma U£<w1 Dy jest gesta w Y. Niech y € Y bedzie dowolnym
punktem. Zgodnie z wlasnoscia 3 nosnikow istnieje x € supp(y) taki, ze y € supp(z). Wiemy
takze, ze ciag {C¢}ecw, jest dopuszczalny, a w szczegblnosci x € ClX(Ug<w1 C¢). Zgodnie 7z
wlasnoscig 1 no$nikéw mamy supp(x) C cly(supp U,_,, C¢)- Z réwnosci supp(U,_,, C¢) =
U§<w1 D¢, wnioskujemy, ze y € supp(x) C Cly(U£<w1 D). To dowodzi, ze zbior U£<w1 D¢
jest gesty w Y.

Zgodnie z uwaga, 3.4.2, istnicje & < w; takie, ze Cy = {(25),,c0,} Xw oraz D¢ = {(28) 00} X
w x S. Ustalamy S’, kopie S w ﬁg. Zgodnie z wlasnoscia nosnikow 2 wiemy, ze R =
clx(supp(S’)) jest zwartym podzbiorem X. Wtasnosé 1 nosnikow razem z faktem, ze
supp(D¢) = C¢ implikuje, ze zbiér R jest podprzestrzenia clx(C¢). Cze$¢ wspélna R i
@5 jest skonczona, gdyz zbior 65 jest dyskretny i domkniety, a R jest przestrzenia zwarta.
To dowodzi, ze mozemy znalezé y € S’ \ supp(R N 65)

Bedziemy dazyli do sprzecznosci z faktem, ze y € |J{supp(z) : = € supp(y)} (jest to
whasnosé (3) nosnikow). Zbior supp(y) zapisujemy jako sume supp(y) = X; U X, gdzie
X; = supp(y) N 6’2 oraz Xo = supp(y) \ X; C Ua<§ clx(Cy,); istnieje a < ¢ takie, 7e
X, C clx(Cy).

Zgodnie z wyborem y, mamy y ¢ supp(X;). Z drugiej strony, dzieki wlasnosci 1 nognikow

i rownosci supp(Cy) = D,, mamy

supp(Xs) C supp(clx(Cy,)) C cly (D),
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W szezegolnosei supp(Xs) N l/)\g = (). Doszlismy wiec do wniosku, ze y ¢ supp(Xi) U
supp(Xz) = |J{supp(z) : x € supp(y)}, co daje sprzecznosé z wlasnoscia 3 nosnikow. |
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4. ZAGESZCZENIA PRZESTRZENI C)(X) NA PRZESTRZENIE ZWARTE.

4.1. Wprowadzenie. Odwzorowanie f : X — Y przestrzeni topologicznych X i Y na-
zywamy zageszczeniem, jesli f jest ciagla bijekcja. Zauwazmy, ze istnienie zageszczenia
f + X — Y na pewna przestrzen zwarta Y, jest rownowazne istnieniu stabszej zwartej

topologii na X. Zachodzi og6lnie znany

Fakt 4.1.1. Jesli X jest przestrzeniq lokalnie zwartqg, to istnieje zageszczenie X na prze-

strzen zwartgq.

Dowaod. Mozemy przypuszczac, ze X jest przestrzenia nieskonczona; ustalamy punkt x € X.
Bierzemy w(X), jednopunktowe uzwarcenie przestrzeni X, powstale przez dodanie punktu
oo. Niech i : X — w(X) bedzie wlozeniem homeomorficznym X w uzwarcenie w(X).
Definiujemy Y jako przestrzen powstata z w(X) przez sklejenie punktéw oo i z. Przez
q:w(X) — Y oznaczamy przeksztalcenie ilorazowe. Definiujemy zageszczenie X na Y jako

ztozenie q o i. 0

7 drugiej strony, przestrzeni liczb wymiernych Q nie mozna zagesci¢ na przestrzen zwarta.
Jesli A jest podzbiorem analitycznym, nieborelowskim pewnej przestrzeni polskiej X, to A
nie mozna zagesci¢ do przestrzeni zwartej, metrycznej K; faktycznie, kazde takie zageszcze-
nie, na mocy twierdzenia 2.7.3, zadawatoby izomorfizm borelowski pomiedzy A i przestrzenia
zwartyg K. Wtedy zbior A byltby réznowartosciowym borelowskim obrazem przestrzeni K, a

wiec A byltby zbiorem borelowskim w X (twierdzenie 2.7.2), whrew naszemu przypuszczeniu

o A.

W tym rozdziale symbol T' bedzie oznaczal jedna z klas rzutowych ITI! lub X! (n > 1).
Podamy uogolnienie wynikow 7z [59], postugujac pewnym ulepszeniem mgtody pgdanej przez
Pytkiejewa w [59]; metoda Pytkiejewa byla uzywana takze w [40]. Niech m bedzie ustalong

liczba naturalng. Definiujemy

Cyn = {z € I* : istnieje ng € w takie, 7ze x, = o dla kazdego n > ng}.
m

Przez 7, oznaczamy rzutowanie na k—ta (k € w) o§ produktu kartezjariskiego I. Przez
mi, 72 (k € w) oznaczamy rzutowania na osie produktu kartezjaniskiego I x I, i (v!, 2%) =

rt = m(2?) (i =1,2).
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Lemat 4.1.2. Niech T bedzie jedng z klas rzutowych XL, TIL (n > 1) i niech X bedzie
elementem I', M C X domknietq podprzestrzenig X, oraz niech f bedzie ciggtym, roznowar-
tosciowym odwzorowaniem f : M — I¥x (I*\C,,) takim, Ze f[M] jest elementem I'(I¥ x I*¥).
Wtedy istnieje g - X — I x I¥ ciggle, réznowartosciowe odwzorowanie rozszerzajgce f, oraz

takie, ze g(X \ M) C I¥ x C,,. Co wiecej, obraz g[X] jest elementem T'(I*¥ x I¥).

Dowad. Niech h bedzie homeomorficznym wlozeniem przestrzeni X w I. Mozemy przyjac,
ze dla kazdego k € w zbiér {n € w : m, o h = 1, o h} jest nieskoriczony; faktycznie, majac
dowolne wtlozenie, wystarczy wziaé¢ przekatna A,c,h — I, ¥ = [¥. W przestrzeni me-
trycznej, osrodkowej kazdy zbior otwarty jest typu Fj, czyli mozna przedstawi¢ go jako sume
przeliczalnie wielu zbiorow domknietych. W szczegolnosei istnieja My (k € w), podzbiory
domkniete przestrzeni X takie, ze My C My oraz | J, ., My = X \ M.

Dla ustalonej liczby k € w definiujemy

hy : My UM — [0,1]
hi : M, UM — [0,1]
za pomoca nastepujacej formuly

mi(f(z)) dlaz e M,

hy,(x) =
Wk(h(ﬂf)) dla z € M.
1) = m2(f(z)) dlaz e M,
#H dla z € M.

Zgodnie z twierdzeniem Tietzego, istnieja g;, g7 ciagle przedtuzenia funkcji hy, hi (k € w)
na cala przestrzei X. Definiujemy ¢' i g* jako przekatna przeksztalcen g i g7 (k € w) oraz
funkcje g jako przekatna przeksztatcen g, i go. Zauwazmy, ze taka definicja gwarantuje, ze
funkcja ¢ zgadza sie z funkcja f na podprzestrzeni M.

Niech k bedzie ustalong liczba naturalna. Dla kazdego | € w ustalamy liczbe n; > k
taka, ze m, o h = m o h. Przekatna przeksztalcen {g}”}lew, po ograniczeniu do pod-
przestrzeni My, jest réwna homeomorficznemu wlozeniu przestrzeni M, w kostke I¥. To
oznacza, ze g (ktory zdefiniowaliSmy jako przekatna pewnej rodziny przeksztalcen, do kto-
rej naleza wszystkie funkcje g}”, [ € w), po ograniczeniu do M jest homeomorficznym

wlozeniem. Klasa [' jest zamknieta na domkniete podprzestrzenie, homeomorfizmy oraz
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przeliczalne sumy. Dodatkowo zalozylismy, ze obraz f[M] jest elementem I'. Zatem obraz
9[X] = 9lUpew M U M) = e, 9[Mi] U f[M] jest takze elementem T

Wykazemy teraz, ze zbior g[X \ M| zawiera sie w I¥ x Cy,. Jedli z € X \ M to x € My,

1

p—— To oznacza, ze

dla pewnego ky € w. Dla kazdego k > ko (k € w) mamy hi(z) =
g(x) € IV X Cp,.
Powinni$my jeszcze sprawdzié¢, ze g jest funkcja roznowartoéciowa. Zauwazmy, ze wynika

to z nastepujacych obserwacji:

e rodzina { My }re, jest wstepujaca,
e funkcja g, po ograniczeniu do zbioru My (k € w) jest roznowartosciowa; podobnie,

funkcja ¢ ograniczona do zbioru M jest réznowarto$ciowa,

e zachodzi g(M)Ng(X \ M) = 0.

Wykazemy teraz

Twierdzenie 4.1.3. Jesli X jest zbiorem I1} —zupetnym lub TI}—zupelnym, to istnieje ciggle,
roznowartosciowe odwzorowanie przestrze;ii X na przestrzgﬁ 1Y x I¥. Przy dodatkowym
zatozeniu Determinacji Rzutowej, takie odwzorowanie istnieje dla przestrzeni X, ktora jest

I} —zupetna (n > 3).

Dowdd. Niech n > 0,n € w bedzie ustalong liczba naturalng i niech Y bedzie ustalona
przestrzenia II!-zupelna, zawarta w zbiorze Cantora (twierdzenie 2.7.1). Zauwazmy, ze
przestrzen w X 2% zanurza sie homeomorficznie w 2¥. Ponadto, przestrzen w x Y przechodzi
przy takim zanurzeniu na pewien element IT! (2¥). Zgodnie z naszym przypuszczeniem, ze
przestrzen X jest IIL—zupelna, istnieje dor;lknigte wtozenie i : w X Y — X. Definiujemy
Dy = i[{k} x Y] (k € w).

Rodzina { Dy }1e,, jest dyskretng rodzing zbiorow I1}-zupelnych. W szezegolnosei, zgodnie
7z uwaga 2.7.6, dla kazdego k € w zbiér Dy zawiera aomkniqte kopie wszystkich podzbiorow
zbioru Cantora, ktore naleza do klasy IT}.

Niech {F}, : k € w} bedzie lokalnie skgr’lczonad rodzing podzbioréw domknietych przestrzeni
X, ktora pokrywa przestrzen X i dodatkowo Dy C Fp \ U, F1 (K € w). Rodzing Fj,
(k € w) mozemy uzyskac¢ przedtuzajac do funkcji ciaglej przeksztalcenie f : J,., Dr — R,
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fIDr = k (k € w); jesli g jest takim przedluzeniem, to Fy definiujemy jako g~'(—o0; 3],
Fe=g 'k —5k+35] (k>1kew).

Definiujemy Ay, jako |, Fi (k € w); niech By, = I x (I*\ U5, C1) (k € w). Zauwazmy,
ze zachodzg rownosci | J, o, By = I x I oraz By = ByUI“ X Cjq (k € w). Skonstruujemy

rodzine roznowartosciowych cigglych odwzorowan f (k € w) takich, ze

1
2

)
)

3) fri1 rozszerza fy,
)

4) By C fr1[Ak+1] C Bigi 1 folAo] C Bo.

kaAk%IwXIw,

(
(2) obraz fy[Ax] nalezy do klasy IT! (1% x I¥),
(
(

Suma funkcji f, bedzie zadang bijekcja przestrzeni X na przestrzen I x I¥.

Zaczniemy od zdefiniowania funkcji fy. Niech A bedzie homeomorficznym wtozeniem prze-
strzeni X w przestrzen I“ i niech fy : Ag — I¥ x I¥ bedzie przekatna obciecia h do zbioru
Ay oraz funkcji statej, rownej (1,1,...) € I“. Skoro obraz homeomorficzny fo[Ay] nalezy do
klasy IIL (I x I*) oraz fy[Ag] C By, funkcja fy wypelnia wszystkie warunki indukcyjne.

Niech & bedzie ustalong liczba naturalna; przypusémy, ze skonstruowali$my juz funkcje f
z wlasnosciami 1-4. Skoro fi,[Ax] nalezy do II}(I¥ x I¥) oraz By, jest zbiorem borelowskim,
to réznica By \ fr[Ax] jest elementem E}l(I“~>< I¥).

Zgodnie z twierdzeniem 2.7.8, istnie:]'ve podzbior C' klasy IT}(2¥) w zbiorze Cantora, oraz
roznowartosciowe, ciggte odwzorowanie g ze zbioru C' na pr;estrzeﬁ By \ fr[Ak]. Skoro Fy.q
zawiera, jako podzbior domkniety, IT! ~zupelny zbiér Dy, 1, to zgodnie z uwaga 2.7.6 mozemy
przypuscié, ze C' jest domknietym Bodzbiorem Dy ;.

Definiujemy f; : CUA;, — I x I¥ jako sume f oraz g. Skoro obraz f;[C'U Ag] jest rowny
By, to wnioskujemy, ze f;[C'U Ag] jest zbiorem borelowskim oraz fi[C'U Ag] jest podzbiorem
IY x (I¥\ Cky1). Stosujemy lemat 4.1.2 dla liczby m = k + 1 oraz funkcji f] i definiujemy
fra1 : Agpr — 1Y x I¥ jako rozszerzenie, ktorego istnienie wynika z lematu 4.1.2.

Spelnienie warunkéw 1-3 wynika natychmiast ze sposobu, w jaki okresliliSmy odwzoro-
wanie fry1. Objasnimy, dlaczego spelniony jest warunek 4. Zauwazmy, ze obraz funkcji f;
jest rowny By, a zatem ze obraz f,, takze zawiera By. To dowodzi pierwszej inkluzji w

warunku 4. Zgodnie z lematem 4.1.2, obraz fr,, jest zawarty w sumie zbioru I¥ x Cjiq
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i zbioru f/[C'U Ag] = By. Zgodnie z definicja rodziny {Bj}ke,, suma jest rowna zbiorowi

By.1. To dowodzi, ze zachodzi druga inkluzja w warunku 4. 0

4.2. Wniosek dotyczacy przestrzeni funkcji.

Twierdzenie 4.2.1. Niech A bedzie rzutowym podzbiorem przestrzeni polskiej, ktory nie jest
zbiorem o —zwartym. Przestrzern C,(A) mozna zagescié na kostke 1¥; o ile A nie jest zbiorem

analitycznym, to zaktadamy, ze zachodzi Determinacja Rzutowa.

Uwaga 4.2.2. Archangielski w pracy [2] wykazal, ze jesli A jest metryzowalng przestrzenia
o-zwarta, to przestrzei C,(A) zageszcza sie na przestrzen zwarta. Wynik ten opiera sie na
rezultacie Pytkiejewa z pracy [59] oraz na twierdzeniu, ktore glosi, 7e jesli A jest nieskonczona
przestrzenia o-zwarta, metryzowalna, oraz D jest przeliczalnym gestym podzbiorem A, to
przestrzefi Cp(A) C RP jest zbiorem borelowskim klasy IT3 ([17], Lemma 6.1, [52], Theorem
6.3.10), ktory nie jest o—zwarty ([52], Theorem 6.3.6). -

7 twierdzenia Archangielskiego i twierdzenia 4.2.1 wynika, ze jesli A jest zbiorem anali-
tycznym (lub rzutowym, o ile przypuscimy, ze zachodzi Determinacja Rzutowa), to C,(A)

zageszcza sie na przestrzen zwarta.

Dowdd. (twierdzenia 4.2.1) Jesli A jest zbiorem analitycznym, to definiujemy n = 1 and
w przeciwnym razie n € w okreslamy jako najmniejsza taka liczbe, ze A € Xl: wtedy
Ags -

Niech D bedzie ustalonym gestym, przeliczalnym podzbiorem zbioru A. Przez mp ozna-

czamy rzutowanie przestrzeni R? na R”, 7p(f) = f|D. Definiujemy (por. paragraf 2.3)

Cp(A) ={f € RP : f jest ograniczeniem pewnej funkcji z C,(A4)} =
= mp[Cy(A)]

Andretta i Marcone (Lemma 2.3, [1]) wykazali, ze jesli A nalezy do klasy ! to Cp(A)

jest zbiorem klasy TI. w przestrzeni RP. Dla wygody czytelnika, przedstawimy tutaj proste
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sprawdzenie tego faktu. Dla f € R” mamy

[ & Cp(A) wtedy i tylko wtedy, gdy
dJreAdmewVnew
dyr,y2 € DN B(!L‘, %H)

|f(y1) = f(y2)| > m+r1

Roéwnowaznie, jesli zdefiniujemy

Am,nayl,w = {(fa IL') € RD X A : d(xayl) < %Had(xayQ) < %4_1 a‘nd
|f(y1) = f(y2)] > #4_1}

to dopelnienie przestrzeni C'p(A) w przestrzeni RP moze zosta¢ zdefiniowane przy pomocy

nastepujacej formuty

R”\ Cp(A) = 7] U ﬂ U Ay

MEw NEw y1,Yy2ED

gdzie 7 jest rzutowaniem z R” x A na RP. Zbior R” \ Cp(A) nalezy do klasy 2} dla A € X!
gdyz zbiory A, 4, 4. S8 otwartymi podzbiorami zbioru RP x A, nalequegS do klasy i}“
ktora jest zamknieta ze wzgledu na przeliczalne przeciecia, przeliczalne sumy, rzutowania
oraz branie otwartych podzbiorow.

Wykazemy teraz, ze Cp(A) spelnia zalozenia twierdzenia 4.1.3 (przypomnijmy, ze jesli
A ¢ 31, to przyjmujemy, ze zachodzi Determinacja Rzutowa). Powinni$my sprawdzi¢, ze
zbi(’)r~C’D(A) jest IT}-—zupelny; wynik ten uzyskali Andretta i Marcone ([1], twierdzenie 3.3
dla A analitycznego, twierdzenie 4.3 dla rzutowego A). Przedstawimy tu dowod, ktory jest
kompilacja idei zawartych w pracy [1].

Niech X bedzie metrycznym, oérodkowym uzwarceniem przestrzeni A. Jesli A € X}
(wiemy o A, ze A nie jest przestrzenia c—zwarta) to zgodnie z twierdzeniem 2.7.11 istnigje
homeomorficzna kopia zbioru Cantora C' C X taka, ze DNC =), oraz CNA, CN (X \ A)
sa geste w C', oraz C'N (X \ A) jest zbiorem przeliczalnym, homeomorficznym z Q. Jesli A ¢
3! | (przypuszczamy, ze n > 1), to zgodnie z lematem 2.7.12, przy zalozeniu Determinacji
f{zutowej, istnieje redukcja kazdego zbioru nalezacego do IT! | (2%) do zbioru A. Twierdzenie
Louveau i Saint—Raymond (twierdzenie 2.7.5) pozwala dodatkowo zakladac, ze redukcja jest

odwzorowaniem réznowarto$ciowym. To dowodzi, ze istnieje kopia zbioru Cantora C' C X
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taka, ze DNC =0, CNA CN(X\A) =C\Asagestew C,orazCN(X\A) =C\A
jest 3! _,—zupelny.

Us;alamy metryke na przestrzeni X. Jesli K jest zwartym podzbiorem zbioru C, to

1

definiujemy funkcje fx : D — R za pomoca formuly fx(z) = ETTEN R

Funkcja jest ele-
mentem przestrzeni R”. Niech U = (a, b) bedzie otwartym przedzialem liczb rzeczywistych
i niech = bedzie dowolnym punktem w D. Niech K, € {K € K(C) : fx(x) € U}. Niech
r = min{|fx,(¥) — a|, | fx,(x) — b)|}. Jesli dist(K, Ky) < r - dist*(z, C) to
e~
dist(x, Kp)  dist(z, K)

dist(z, K) — dist(z, Kj)
(dist(z, K) - dist(x, Ky))
< |dist(x,K)2— dist(a:,Kg)| -

dist*(z, C)
Ten rachunek dowodzi, ze funkcja ¢ : K(C) — RP, ¢(K) = fx jest odwzorowaniem

| <

cigglym. Niech K bedzie ustalonym zwartym podzbiorem zbioru C'\ A. Wtedy fx jest ele-

mentem Cp(A), bowiem formutla fx(z) okresla funkcje ciagta na calej przestrzeni

= Tl
A. Jesli K C C' ' ma punkt x wspoélny ze zbiorem A to wtedy istnieje ciag {d, }ne, C D taki,
ze d, — x. Co wiecej, fix(d,) — +0o a zatem funkcja fr nie moze byé przedtuzona do
funkcji cigglej na przestrzeni A.

Podsumowujac, funkcja ¢ ma nastepujacg whasnoscé
K € K(C\ A) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(K) € Cp(A).

Jedli A € 3} to K(C'\ A) jest zbiorem koanalitycznie-zupelnym, gdyz zgodnie z twier-
dzeniem 2.7.?, zbior K(Q) jest zbiorem koanalitycznie-zupelnym i zbiory C'\ A oraz liczby
wymierne Q sa ze soba homeomorficzne. To dowodzi, ze przestrzen Cp(A) is koanalitycznie-
zupelna, co pozwala stosowac twierdzenie 4.1.3. W przypadku, gdy n > 2, postugujemy sie
twierdzeniem 2.7.10 po to, by stwierdzi¢, ze zbior K(C \ A) jest I1l-zupelny, a nastepnie

stosujemy twierdzenie 4.1.3. U

4.3. Wokoé! pytania Sierpinskiego. Pytanie Sierpinskiego opisaliSmy we wstepie, gdzie
objasniliSmy, jaka jest relacja miedzy wynikami tego paragrafu, a rozwigzaniem pytania

Sierpiniskiego, podanym w pracy [68]. Glownym wynikiem tego paragrafu jest



40

Twierdzenie 4.3.1. Jesli A jest zbiorem koanalitycznie—zupetnym i zerowymiarowy, to kazdy
zbior analityczny, nieprzeliczalny mozna uzyskac jako ciggly réznowartoSciowy obraz prze-

strzeni A@Pw.

Przeksztalcenie f : X — Y miedzy przestrzeniami topologicznymi X i Y nazywamy
lokalnym homeomorfizmem, jesli dla kazdego x € X istnieje zbiér otwarty U C X taki, ze

x € Uoraz f:U — f[U] jest homeomorfizmem.

Uwaga 4.3.2. Zauwazmy, ze jesli A jest zbiorem koanalitycznym i f : A — X jest lokalnym
homeomorfizmem, to f[A] C X jest zbiorem koanalitycznym. Wynika to natychmiast z
faktu, ze wszystkie rozpatrywane przez nas zbiory koanalityczne sa metryzowalne i o§rodkowe

i z faktu, ze klasa zbiorow koanalitycznych jest zamknieta na przeliczalne sumy.

Dla danej przestrzeni topologicznej punkt x € X jest punktem kondensacyi, jesli dla kaz-
dego otoczenia otwartego U C X, x € U moc zbioru U jest nieprzeliczalna.

Rozumowanie bedzie oparte na tej samej metodzie, co dowod twierdzenia 4.1.3, wzboga-
conej o pewng konstrukcje i o lemat 4.3.6 bedacy 0-wymiarowym odpowiednikiem lematu
4.1.2. Ponizsze rozumowanie zainspirowane jest dowodem Lemma 2.5 z pracy Hjortha ([31]).

Bedziemy postugiwaé sie oznaczeniami, wprowadzonymi w paragrafie 2.10, odnoszacymi
sie do ciagéw skoriczonych i drzew. Przed dowodem lematu 4.3.6 udowodnimy kilka faktow

pomocniczych:

Lemat 4.3.3. Niech K, L C w* bedg homeomorficznymi kopiami zbioru Cantora. Wtedy ist-
nieje M C L, homeomorficzna kopia zbioru Cantora taka, ze K N\ M jest zbiorem brzegowym

w K.

Dowad. Jesli K N L jest zbiorem przeliczalnym, to postugujac sie twierdzeniem 2.7.4 znaj-
dujemy M, homeomorficzna kopie zbioru Cantora w zbiorze L\ K. Jesli L N K jest zbiorem
nieprzeliczalnym to postugujac sie twierdzeniem 2.7.4 znajdujemy N C K N L, kopie zbioru
Cantora. Nastepnie w zbiorze N znajdujemy kopie zbioru Cantora M C N, ktoéra jest

zbiorem brzegowym w N, a wiec takze brzegowym w K. O

Lemat 4.3.4. Niech T C w<* bedzie drzewem. Przypusémy, ze dane sq zbiory K; C [t],
Ky homeomorficzne kopie zbioru Cantora dla t € T. Wtedy istniejqg zbiory M, C Ky, kopie
zbioru Cantora, My N M, brzegowe w My dlat,s € T,s Ct,s # t.
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Dowdd. Definiujemy My = K. Przypuszczamy, ze dla 0 < i < j < n—1it € w’
juz skonstruowaliSmy M; C K;, homeomorficzne kopie zbioru Cantora, brzegowe w Mj;.
Ustalamy n € w it € w™. Stosujemy lemat 4.3.3 do zbioréw K; i My i otrzymujemy zbior
N C K;, homeomorficzng kopig zbioru Cantora, brzegowa w My. Kolejno stosujemy lemat
4.3.3 do Nj i My;11 (0 < i <n—1)iostatecznie dostajemy M; = N~ ', homeomorficzna

kopie zbioru Cantora, brzegowa we wszystkich zbiorach My; (0 < i < n). O

Lemat 4.3.5. Przypu$émy, ze dane jest drzewo T C w<¥ oraz zbiory K, (t € T), ho-
meomorficzne kopie zbioru Cantora, K, C [t|. Wtedy istniejg zbiory Ly C K; (t € T),

homeomorficzne kopie zbioru Cantora takie, ze jeslit # s, to Ly N Ly = ().

Dowdd. Stosujemy lemat 4.3.4 do rodziny K; i otrzymujemy zbiory M; (¢t € T). Ustalamy
t € T. W zbiorze M;\ UseTt\{t} M 7znajdujemy przy pomocy twierdzenia 2.7.4, kopie zbioru
Cantora L;.

Zauwazmy, ze jesli nie zachodzi ¢ C s, ani s C ¢ to zbiory [t] i [s] sa rozlaczne (t,s € w<v).
W potaczeniu z warunkami konstrukeji to gwarantuje, ze zdefiniowane przez nas zbiory L

(t € T') maja zadane whasnosci. O

Lemat 4.3.6. Niech D, E, F bedg podzbiorami przestrzeni w*, ENF = (. Niech C C D

bedzie domknietym podzbiorem przestrzeni D. Przypusémy, ze dla kazdego t € w<v, jesli

zbior E N [t] jest niepusty, to przeciecie (F N [t]) \ E zawiera kopie zbioru Cantora K.
Wtedy dla danej funkcji ciggtey f : C — FE istnieje ciggle, roznowartoSciowe przedtuzenie

g: D — EUF, przy czym g po obcieciu do zbioru D\ C' jest lokalnym homeomorfizmem.

Dowdd. Niech T = {t € w<¥: EN[t] # 0}. Zauwazmy, ze zbior T jest drzewem. Zgodnie 7
lematem 4.3.5 mozemy przypusci¢, ze zbiory K; (¢t € T') sa parami roztaczne. Rozszerzenie
bedziemy definiowali tak, ze dla kazdego zbioru [s] N D roztacznego z C' (s € w<¥) przedtu-
zenie g, po obcieciu do [s] N D, bedzie homeomorfizmem, ktorego obraz bedzie rozlaczny z
obrazem f[C] i dla s1,s9 € w<¥, obrazy ¢([s1] N D), g([s2] N D) beda roztaczne, o ile nie
zachodzi s; C s9, ani sy C 7.

Kladziemy ¢(z) = f(z) dla x € C. Niech S, bedzie zbiorem tych wszystkich ciagow
s € w", dla ktorych zachodzi [s]NC = (). Przypusémy, ze dla pewnego n € w zdefiniowalismy
juz g na zbiorach [s]|ND, s € S; (i < n). Niech s € w" ™ [s]NC = (). Jesli s|n jest elementem
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Sn, to funkcja g jest juz okreslona na [s]. Przypusémy wiec, ze s|n & S,,. Wobec tego istnieje
ts € W<, ty dlugosci n + 1, dla ktorego zachodzi f([s|n] N C) N [ts] # 0. Z naszych zalozen
wynika, ze (F'N[ts]) \ £ zawiera kopig¢ zbioru Cantora K, ; definiujemy ¢ na zbiorze D N [s]
jako wlozenie D N [s] w K.

Pozostaje sprawdzi¢, czy takie okreslenie daje funkcje ciggly. Niech ¢ € w<¥ i niech z € D,
g(x) € [t]. Naszym zadaniem jest znalez¢ takie s € w<¥, dla ktorego = € [s] i g([s]ND) C [t].

Zachodza dwie mozliwosci:

e Jedli x ¢ C, to znajdujemy znajdujemy najmniejsze n € w takie, ze x|n € S,. Wtedy
g, po obcieciu do zbioru [z|n] N D, jest homeomorficznym wlozeniem, co dowodzi
ciggtosci funkcji ¢ w punkcie z.

e Jesli x € C to istnieje s takie, ze x € [s] i f([s]NC) C [t]. Bez straty ogolnosci
mozemy przypuszczaé, ze s jest dlugosci co najmniej takiej, jak t. Niech y € [s],
y € D\ C. Istnieje n € w takie, ze [y|(n+ 1)]NC = 0, ale [y|n] N C # @. Niech
r = yl(n+1). Wtedy g po obcieciu do [r] N D jest homeomorficznym wlozeniem
w zbior K, , gdzie f([r|n]NC) N
s. Zatem [t, ] N[t] = 0 lub [t,] C [¢t]. Skoro f([r|n] N C) N t.] # 0 i jednoczesnie
f(rn]NnC) C f([s]nC) C [t], to [t,] C [t]. Ostatecznie,

t,] # 0. Jednak ¢, jest ciggiem dluzszym, niz

9(y) € g([rlN D) C Ky, C [t,] C [1],

co dowodzi ciggltosci g w punkcie x.

Roznowartosciowosé g wynika z tego, ze f jest roznowartosciowa oraz zbiory K, sa parami

roztaczne. O

Dowdd. (twierdzenia 4.3.1) Niech B bedzie nieprzeliczalnym zbiorem analitycznym. Zbior A
jest zbiorem zerowymiarowym, wiec bez straty ogolnosci mozemy przyjmowac, ze A C w®.
Znajdziemy ciagle, roznowartosciowe odwzorowanie ze zbioru A @ w na zbior B. Bez straty
ogblnosci mozemy przyjac, ze B jest podzbiorem w® (|35, Theorem 13.7] w potlaczeniu z
faktem, ze ciagle przeciwobrazy zbiorow analitycznych sa analityczne, |35, Proposition 37.1]).
Dalej, bez straty ogolnosci mozemy przyjac, ze B sktada sie wylacznie z punktow kondensacji.
Istotnie, innych punktéw w zbiorze B jest conajwyzej przeliczalnie wiele (|35, Theorem 6.4]);

definiujemy f na I C (w\ {0}) jako bijekcje ze zbiorem tych punktow w B, ktore nie sa
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punktami kondensacji. Jesli po odrzuceniu punktéow kondensacji pozostat zbior zwarty, to
odrzucamy 7z niego jeden punkt x, i definiujemy f(0) = z,. Ostatecznie, do zbioru A
dorzucamy zbior w\ I lub w\ (TU{0}); w kazdym przypadku zbiér A pozostaje koanalitycznie-
zupelny. Odtad bedziemy przypuszczaé, ze B sktada sie wylacznie z punktéw kondensacji
i nie jest zwarty; twierdzenie bedzie udowodnione, gdy uda nam sie skonstruowaé ciagla
bijekcje z A na B.

Zbiory [t] N B sa puste lub nieprzeliczalne dla wszystkich s € w<“, gdyz w B sa tylko
punkty kondensacji. Niech T = {t € w<¥ : [t] N B nieprzeliczalne}. Zauwazmy, 7e w
kazdym zbiorze [t]N B (t € T)) mozna wybra¢ homeomorficzna kopi¢ zbioru Cantora K;. W
kazdym ze zbioréw K, znajdujemy przeliczalnie wiele roztacznych kopii zbioru Cantora K}'
(n€w,n>0,teT).

Niech t, € T,n € w bedzie rodzing ciagéw skonczonych, takich, ze [t,,] N [ty,] = 0 dla
ny # ng, oraz B C J,c,[tn], BN [t,] # 0 dla n € w. Ten ostatni warunek mozemy sobie

zapewnié, gdyz zbioér B nie jest zwarty. Definiujemy

B, = [{z € B:x przedtuza t,} U (U, U{K] : r przedtuza t;, r € T'})]\
Uisn U{KF : 7 przedtuza t,, r € T}

Zauwazmy, ze B, N B, = (0, B, sa zbiorami analitycznymi (n,m € w,n # m) oraz
U,hew Bn = B. Majac zbiory B,, postepujemy analogicznie, jak w dowodzie twierdzenia
4.1.3. Niech F,, C A (n € w) bedzie pokryciem lokalnie skoriczonym ztozonym z podzbiorow
domknietych i takim, ze kazdy ze zbioréow F,, zawiera domkniety podzbior A,,, roztaczny z
Uk<n Fi 1 koanalitycznie-zupelny (por. z poczatkiem dowodu twierdzenia 4.1.3). W zbiorze
Ay istnieje podzbior domkniety Ejy (twierdzenie 2.7.9) na ktorym okreslona jest ciagta bijek-
cja fo 1 Ey — By. Bedziemy korzystaé z lematu 4.3.6, gdzie za C' bierzemy FEj, za D zbior
Fy, za E zbior By i za F zbior By. Funkcje fy, zgodnie z tym lematem, mozna rozszerzy¢
do ciaglej bijekcji go, okreslonej na calym zbiorze Fy. Zbior By \ go[Fp] jest analityczny,
gdyz By jest zbiorem analitycznym i by uzyska¢ z niego zbior By \ go[Fo], trzeba wyrzuci¢
zbior koanalityczny; wynika to z faktu, ze gy obciete do zbioru koanalitycznego Fyy \ Ey jest
lokalnym homeomorfizmem (zob. uwaga 4.3.2).

W zbiorze A; istnieje podzbior domkniety Fy, na ktorym okreslona jest ciagta bijekcja by
na analityczny zbior By \ go[Fp]. Definiujemy funkcje f : By U Fy — By U By jako roéwna
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go na Fy i rowng by na Ey. Zgodnie z lematem 4.3.6 funkcje f; mozna rozszerzyé¢ do ciagtej
bijekcji ¢; : Fy U F} — By U By U By. Z lematu 4.3.6 korzystamy, biorac za C' zbiér E; U Fy,
za D zbior Fy U Fi, za E zbiér By U By i za F' zbior Bs.

Przez indukcje budujemy g, : ngn F, — ngn By, a7z do wyczerpania zbioréw A i B.

Suma J, ., gn jest zadang bijekcja miedzy A i B. O

Uwaga 4.3.7. W pracy [31] uzywana jest podobna metoda budowy zageszczenia 7 tym, 7e

autor pomija uzasadnienie odpowiednika naszego lematu o przedtuzaniu 4.3.6.

4.4. Zageszczenia przestrzeni Banacha. W odpowiedzi na pytanie T. Banakha i Pliczko
z pracy [8] wykazemy, 7e kazda przestrzen Banacha mozna zage$ci¢ na przestrzen zwarta.
Ponizszy argument zostal zasugerowany przez Romana Pola.

Zgodnie z twierdzeniem Klee [37, Theorem III.1.3|, kula jednostkowa K w nieskoncze-
nie wymiarowej rzeczywistej przestrzeni Hilberta I?(T) = {z € R : Y, 2? < oo} jest
homeomorficzna z caly przestrzenia [?(T'). Z drugiej strony, zgodnie z twierdzeniem Torufi-
czyka (|74, Theorem 6.1|, korekta [75]), kazda przestrzen Frecheta, a w szczegolnosci kazda
przestrzenn Banacha, jest homeomorficzna z pewna przestrzenia Hilberta. Jesli dana jest
skonczenie wymiarowa przestrzeni Frecheta, to jest to przestrzen lokalnie zwarta i mozemy
postuzy¢ sie faktem 4.1.1.

Mozemy zatem przypuscié¢, ze dana jest nieskoriczenie wymiarowa przestrzen Frecheta. Na
mocy powyzszych wynikéw, by wykazaé, ze mozna ja zagesci¢ na przestrzen zwarta, wystar-
czy zauwazy¢, ze domknieta kula jednostkowa K w przestrzeni Hilberta (?(T') zageszcza sie
na przestrzen zwarta. Istotnie, odwzorowanie identycznosciowe id : (K, ||-||2) — (K, w) jest
szukanym zageszczeniem, gdzie przestrzen (K, w) jest kula jednostkowa ze staba topologia

(por. |28, Theorem 65]).
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5. ILOCZYNY GRUP O—OGRANICZONYCH

5.1. Wprowadzenie. W tym i w nastepnym rozdziale bedziemy rozwaza¢ abelowe grupy
topologiczne; element neutralny grupy bedziemy oznacza¢ symbolem 0 = O, dzialanie gru-
powe bedziemy oznacza¢ symbolem +. Jesli A, B C G, to przez A + B oznaczamy zbior
{r+yeG:xe€ Ayec B}

Grupa topologiczna G jest o—ograniczona, jesli dla kazdego ciagu U, C G (n € w)
otwartych otoczeni 0 € @G, istnieje ciag skoriczonych podzbiorow F, C G (n € w) taki,
7ze G =J(U, + F,). C. Hernandez wykazal w [30] (Theorem 2.1), ze kazda podgrupa grupy
o—ograniczonej jest o—ograniczona, ze wszystkie grupy o—zwarte sa o—ograniczone, a takze,
ze produkt grupy o-zwartej i grupy o—ograniczonej jest o-ograniczony (|30, Theorem 5.3]).

O tej klasie grup wiadomo takze, ze

Fakt 5.1.1. (Theorem 2.3 w [30]) Jesli G jest o—ograniczona, H jest homomorficznym,

ciggtym obrazem G, to H takze jest o—ograniczona.

Fakt 5.1.2. (Theorem 2.6 w[30]) Grupa Z¥ nie jest o—ograniczona. Ogdlniej, jesli G zawiera

2bior wszedzie dominujgcy (por. paragraf 2.9), to G nie jest o—ograniczona.

W tym rozdziale podamy dwie konstrukcje przyktadéw grup o-ograniczonych, metrycz-
nych, o§rodkowych, ktory produkt nie jest o—ograniczony. Podobny przyktad byt podany w
[29], jednak jego wlasnosci byly wykazane przy uzyciu falszywych stwierdzen zawartych w
opisie Example 6.1 w [30]; na falszywosé¢ tych stwierdzeni zwrocit nasza uwage Michait Tka-
czenko. Rozumowanie przedstawione ponizej, uzyte wezesniej w [29] w innym celu, dowodzi
ze Example 6.1 nie posiada wlasnosci deklarowanych w [30].

W Example 6.1 w pracy [30] autor rozwaza podgrupe H w R¥ generowana przez zbior

G ={r € R : Vpew TonTm # 0, limy_o i%”fl) = 0}, gdzie n} (k € w) jest rosnaca
numeracja niezerowych wspolrzednych ciagu = (tzn. n¥ to pierwsze miejsce niezerowe x, nf
drugie, itd.). Wedlug autora [30| grupa H jest o-ograniczona, a wedtug autorow [29] iloczyn
H x H nie jest o-ograniczony. Faktycznie jednak juz grupa H nie jest o—ograniczona. By
to wykazaé¢, zauwazmy najpierw, ze grupa H zawiera w szczegolnosci zbior G+ G. Niech

teraz U, = {r € H : |zx| < 1 dla k < n} (n € w). Jest to ciag otoczenn Oy; rozwazmy ciag

zbiorow skoniczonych F,, C H. Niech r, = max{|zg| : v € F}, k,j < n}.
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Naszkicujemy konstrukcje indukcyjna elementow x +y € G+ G C H takich, ze x +y ¢
Unew Un + F,. To pokaze, ze grupa H nie jest o-ograniczona.

Ciagi x,y € G skonstruujemy indukcyjnie. Definiujemy ky = k1 = 0 oraz zy, = g, + 1
i wybieramy ko € w tak duze, by %0 < 1. Definiujemy vy, = ri, + 1. Takie okreslenie
gwarantuje, ze © € Uy + Fj, dla kg < k < ky oraz y &€ U, + F}, dla k; < k < ky. Niech
ks > ko bedzie tak duze, by % < % Zadajemy wy, = ry, + 1 1 znajdujemy k, > k3 tak
duze, by % < % Okreslamy yy, = 7k, + 1. Takie okreslenie gwarantuje, ze x ¢ Uy, + Fj, dla
ky <k <ksoraz y & Uy + Fj, dla k3 < k < ky.

Jedli zdefiniowaliSmy juz @iy, Yk, - - - s Thys Ykny, OTaz liczby ko, ..., knyo € w (n liczba pa-
rzysta) to wybieramy k.3 > k,,o takie, by ZZ“"—:; < #2 Zadajemy wp, ., = Tg,.s + 1,

xkn+2 1
knta < n+3°

Slenie gwarantuje, ze x € Uy + Fj, dla ko < k < kpgorazy € U+ Fp dlak, 3 <k < kpiq.

znajdujemy k, 4 > k,.3 takie, by Definiujemy vy, = 7,,, + 1. Takie okre-

n+3

To koniczy definicje indukcyjna. Na pozostalych miejscach okreslamy xp = y, = 0.

Powyzsza definicja gwarantuje, ze z,y € G, gdyz nf = ky, -~ = “ka  _L_§ podobnie
I+

1 - k21+2 21+1
Yy . . .
ny = ko1, Wil = % < ﬁ dla kazdego [ € w. Dla danego k € w zachodzi x+y & U+ Fj,
gdyz istnieje n € w takie, ze k, < k < k.1 i jesli n jest parzyste to x & Uy + F}, a jesli n

jest nieparzyste to y & U, + Fj. To dowodzi, ze grupa H nie jest o—ograniczona.

5.2. (CH) Istnieja o—ograniczone podgrupy X,Y C Z“ takie, ze X +Y = 7% W
konstrukeji postuzymy sie ideami znanymi z literatury (por. [21],[33]); nasza metoda jest
bardzo bliska indukcyjnej procedurze zawartej w dowodzie Theorem 13 z pracy [64].

Przez [n] oznaczamy otoczenie 0 € Z“ zlozone z tych ciaggow, ktore na pierwszych n
miejscach maja liczbe 0 € Z. Oznaczenie takie jest uzywane takze w paragrafach 5.4 i 7.2.
Numerujemy wszystkie rosnace ciagi liczb naturalnych jako {r®},<,,. Niech {z, : @ < w;}
bedzie numeracjg wszystkich punktéw Z“. Niech Q bedzie ustalonym gestym, przeliczalnym
podzbiorem Z“. Przez indukcje znajdziemy punkty x,,y,. € Z* oraz skoriczone podzbiory
F* G* C Z¥ (o < wy,n € w) takie, ze podgrupy X,, Y, C Z“ wygenerowane odpowiednio

przez zbior QU {3 : f < a} i przez zbior Q U {ys : f < a} (o < w) spelniaja warunki:

(1) Ta + Ya = Zas
(2) dla kazdego 8 < a zachodzi Xoy1 C U, e, ([r2] + FP) oraz Yoq1 C U,e, (2] + GE).
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Niech o < w; bedzie ustalong liczba porzadkowa; przypusémy, ze zostaly juz skonstru-
owane punkty zs,y5 € Z* oraz zbiory F? G? C Z* (8 < a,n € w), spetniajace warunki 1
i 2. Grupy X,, Y, sa przeliczalne, a wiec mozemy znalez¢ skonczone zbiory F G& C Z¥
(n € w) takie, ze Xy C U, cp,(ra] + F), Yo C U, e ([ra] + G5).

Zauwazmy, ze dla § < a i k € Z oraz u € X,, w € Y, zbiory Ofik = {x € Z¢ :
([r2] + FP)}, Pik ={z€Z:k-z+we U, (] + GE)} sa otwarte
i geste w Z¢. Wykazemy, ze Q C O, Ustalmy k € Z, u € Xo iz € Q. Wiemy, ze

k-z+uel

ncw

k-r+ue X, 8]+ FP); zatem x € Of’k. Podobnie przekonujemy sie, ze Q C Pf’k.

newl
Definiujemy

C= ( ﬂ ng) N ( ﬂ szk)

u€EXa,B<a,kEZ wEYy,f<La,kEZ
Zbior C' jest gestym podzbiorem typu G5 w Z“. Wybieramy z,, jako dowolny punkt w zbiorze

C N (zo — C). Nastepnie definiujemy y, € Z“ jako
Ya = 2o — Ta-

Zauwazmy, ze skoro x, € zo — C to y, € C.

Powinni$my sprawdzi¢, czy spetniony jest warunek 2 konstrukcji indukcyjnej. Niech x €

Xoy1. Wykazemy, ze dla kazdego 8 < a punkt x jest elementem | J, ., ([r?]+ F?). Zauwazmy,
ze dla pewnego u € X, i k € Z zachodzi ré6wnos¢ ©* = k - v + u. 7Z wyboru punktu z,
wynika, ze z, € ij’k. To oznacza, 7e v = k - o + u € ([r’] + FP) dla pewnego n € w.
Niech teraz y € Y,,;. Dla pewnego w € Y, i k € Z zachodzi ré6wnos¢ y = k - y, + w.
Wiemy, ze dla pewnego n € w zachodzi k - y, + w € [rf] + GE. Udowodnilismy zatem, ze

punkty .,y zostaly wybrane tak, by byl spetniony warunek 2. indukcji.

Definiujemy
x=|Jx,
a<wi
oraz
Y= Y.
a<wi

Istotnie, zgodnie z warunkiem 1 konstrukcji indukcyjnej zachodzi rownos¢ X + Y = Z*.
Sprawdzimy, ze grupy X,Y sa o—ograniczone. Niech U, (n € w) bedzie ciagiem otoczen 0y.
Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze dla pewnego 3 < w; zachodzi réwnosé U, = [r?]

(n € w).
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Jesli z € X to istnieje ¢ < wy takie, ze f < a oraz x € X,. Zgodnie z warunkiem
2 konstrukeji indukcyjnej wiemy, 7e zachodzi zalesnosé x € X,y C U, . [r°] + F?. To

dowodzi, 7e X C |J

neol
wewlt?] 4+ FP. Podobne rozumowanie pokazuje, ze Y takze jest grupa
o—ograniczona.

lloczyn X x Y nie jest grupa o—ograniczona. Zgodnie z faktem 5.1.1 wystarczy wykazaé,
ze istnieje homomorfizm ciggly X x Y na grupe, ktora nie jest o—ograniczona. Niech f :
X XY = Z% f(x,y) =x+y. Jest to ciagly homomorfizm, ktorego obrazem jest grupa Z*,

ktora zgodnie z faktem 5.1.2, nie jest o—ograniczona.

Uwaga 5.2.1. W paragrafie 5.2 zamiast Hipotezy Continuum mozna postuzy¢ sie aksjomatem

Martina lub réwnoscia cov(M) = 0.

5.3. o—ograniczono$é grup generowanych przez przestrzenie dyskretne. Niech D,
bedzie dyskretna przestrzenia mocy k. Przez C(D,) bedziemy oznaczaé przestrzen wszyst-
kich funkcji rzeczywistych na D,. Definiujemy zanurzenie przestrzeni D, w iloczyn pro-
stych RE(P+) przypisujac punktowi z € D, funkcje v, : C(D,) — R zdefiniowana wzorem
v.(f) = f(z) (f € O(D,)). Definiujemy przestrzeii Gen(D,) jako podgrupe RE(P+) genero-
wang, przez rodzine {v, }.ep,. Identyfikujemy przestrzen D, 7 przestrzenia {v,}.ep., -
Kazdej funkcji ciagtej f € C(D,) mozna w kanoniczny sposob przypisa¢ przediuzenie
g : Gen(D,) — R, ktore jest ciggltym homomorfizmem. Funkcje f mozna utozsamic z

rzutem my : RCE(DPx)

— R obcietym do zbioru {v, : * € D,}. Funkcja 7|Gen(D,) jest
zadanym przedtuzeniem. Zauwazmy, ze jesli f € C(D,) przyjmowala wylacznie wlasnodci
z 7., to przedtuzenie takze bedzie miato tg wlasno$é. Odwzorowanie f : D, — Z“ mozna
kanonicznie przedtuzy¢ do ciagltego homorfizmu g : Gen(D,) — Z*, przedtuzajac 7 osobna
kazda wspotrzedng f.

Mowimy, ze grupa G jest Ng—ograniczona, jesli dla kazdego otwartego U C G, bedacego
otoczeniem Og, istnieje przeliczalny zbior F C G taki, ze U + F = G (por. [73, Definition
3.1]). Jesli K jest mocy mniejszej niz 0 (por. paragraf 2.9), to Gen(D,) jest grupa o
ograniczona. Faktycznie, dotyczy to wszystkich grup Ny—ograniczonch mocy mniejszej niz 0
(a w szczegolnosei wszystkich grup metrycznych, osrodkowych mocy mniejszej niz 9), o czym

zaswiadcza nastepujace rozumowanie, zaczerpniete z pracy Fremlina i Millera ([23, Theorem

3)).
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Niech U, (n € w) bedzie ciagiem otoczen Ogen(p, ). Wiadomo, ze dla kazdego n € w istnieje
przeliczalny zbior D,, C Gen(D,) o tej wtasnosci, ze U, + D,, = Gen(D,) (jest to prawda
dla kazdej podgrupy RC(Px) ady7z kazda podgrupa RE(P=) jest RWy-ograniczona, por. [73,
Proposition 3.2|). Ponumerujmy elementy D,, jako D,, = {d, ., : m € w}. Dla v € Gen(D,;)

zadajemy funkcje f, : w — w wzorem
fo(n) =min{m e w:v € U, +dynm}-

Skoro Gen(D,) ma mniej, niz 9 generatorow, to jest mocy mniejszej niz 9, a zatem istnieje g :
w — w takie, ze dla kazdego f, (v € Gen(Dy)) istnieje n € w na ktérym zachodzi nier6wnosé
fo(n) < g(n). Pokazemy, ze Gen(D,.) C |, Un + {dnm}m<g(n)- Niech v € Gen(D,) i niech
n takie, ze f,(n) < g(n). Wtedy v € U, + dy 1,(n) C Upn + {dnm}tm<gm)- To dowodzi, ze
Gen(D,) jest o—ograniczona.

Przypu$émy teraz, ze x > 0. Istnieje podgrupa G mocy « w Z“, ktora zawiera podzbior
wszedzie dominujacy w w* C Z¥. Zauwazmy, ze GG nie jest o-ograniczona; istotnie, jesli
wezmiemy otoczenia U, = {x € Z¥ : z; = 0 dlai < n} (n € w) i przypuscimy, ze dane
sa skonczone zbiory F,, C G (n € w). Mozemy wtedy zdefiniowa¢ ¢ : w — w wzorem
g(n) = max{|f(n)| : f € F,} iz definicji G, mozemy znalez¢ h € G, h : w — w, h(n) > g(n)
dla wszystkich n € w. Zauwazmy, ze dla kazdego n € w zachodzi h &€ U, + F,, gdyz dla
f €U, + F, mamy f(n) € [—g(n), g(n)]. To przekonuje, ze G nie jest grupa o—ograniczona.

Jednoczesnie, istnieje surjektywna funkcja g : D, — G C Z%, ktora zgodnie z uwagami
na poczatku tego paragrafu, mozemy przedtuzy¢ do ciagtego, surjektywnego homomorfizmu
g : Gen(D,) — G. Wiemy, 7e grupy o—ograniczone zachowuja sie przy ciagtych homomorfi-

zmach, a zatem Gen(D,) nie jest o-ograniczona, o ile k > 0.

Uwaga 5.3.1. Przypadek przestrzeni dyskretnej mogltby budzié¢ nadzieje na konstrukcje bez
dodatkowych zalozen teoriomnogosciowych, pary niemetrycznych grup G, Gs, ktore bytyby
o—ograniczone, ale ktorych iloczyn nie bytby o—ograniczony.

Na mocy twierdzenia C. Hernandeza (|30], Theorem 4.1), Ro—ograniczona grupa G jest o—
ograniczona wtedy i tylko wtedy, gdy jej wszystkie homomorficzne, ciggte obrazy metryczne
osrodkowe s3 o—ograniczone. Kazda grupa o-ograniczona jest Ny—ograniczona. Jak wykazal
Guran ([27]; dowod twierdzenia Gurana mozna znalezé w pracy [73], Theorem 3.4), klasa

grup Ng—ograniczonych jest zamknieta ze wzgledu na branie iloczynéw i co wiecej, dana
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grupa jest Np—ograniczona wtedy i tylko wtedy, gdy mozna ja wlozyé¢ izomorficznie w iloczyn
grup metrycznych o$rodkowych.

Zebrawszy te wszystkie informacje przypu$émy, ze dana sa grupy o-ograniczone GGy, G,
ktorych iloczyn nie jest o-ograniczony. Wiemy, ze G x G5 jest Ng—ograniczony, a wiec
istnieje grupa metryczna osrodkowa H, ktora nie jest o—ograniczona, oraz epimorfizm ciggly
h: Gy x Gy = H. Zgodnie z twierdzeniem Gurana, grupy G, G5 wkladaja sie w iloczyn
grup metrycznych osrodkowych (G C Iier, L, Gy C Tier,L?) i zgodnie z twierdzeniem
faktoryzacyjnym (twierdzenie 2.8.1), homomorfizm h faktoryzuje sie przez iloczyn 7z, [G1] X
75,|G2], dla pewnych przeliczalnych zbiorow J; C Iy, Jo C I. Grupy 7y, [G1], 75,[Gs] sa
metryczne osrodkowe i o-ograniczone (jako homomorficzne obrazy grup o—ograniczonych),
jednak ich iloczyn nie jest o—ograniczony, gdyz odwzorowuje sie przez homomorfizm ciagly
na grupe H.

Powyzsza obserwacje mozna wyrazié¢ jako

Fakt 5.3.2. Jesli istnieje para grup o—ograniczonych G, H takich, ze G x H nie jest grupg o—
ograniczong, to istnieje para grup o—ograniczonych, metrycznych i o$rodkowych G', H' takich,

ze G' x H' nie jest grupg o—ograniczong.
Zauwazmy, ze w dowodzie powyzszego faktu nie korzystaliSmy z abelowosci grup G i H.

5.4. Konstrukcje grup o—ograniczonych przy uzyciu filtréw. W tym paragrafie po-
damy inny przyktad pary grup o—ograniczonych, ktoérych iloczyn nie jest o—ograniczony.
Przyktad bedzie skonstruowany przy dodatkowym zalozeniu teoriomnogos$ciowym, ktore
jednak jest na tyle stabe, ze pozwala na wykorzystanie tej konstrukcji do problemu, ktory be-
dziemy rozwaza¢ w paragrafie 7.2, a ktory dotyczy istnienia grupy metrycznej, o-ograniczonej,
ktora nie jest silnie o—ograniczona. W tym paragrafie bedziemy postugiwac sie terminologia
dotyczaca filtréow na zbiorze w, ktora ustaliliSmy w paragrafie 2.11.

Dla filtru F' C 2¥ definiujemy zbi6r

Ap={x€Z:3Ac FVneAVc, |z <n}

Uwaga 5.4.1. Dla kazdego filtru F' C 2% zachodza nastepujace fakty:

e Jesli x € Ap oraz y € Z¥ takie, ze dla kazdego n € w zachodzi |y,| < |z,|, toy € Ap.



51

e Do Ap naleza wszystkie funkcje, ktore od pewnego miejsca sg stale.
e Niech x € Ap. Dla n € w definiujemy y, = max{|zx|: £ < n}. Wtedy y € Ar i dla

kazdego n € w zachodzi y,, > |z,|; dodatkowo, funkcja y jest niemalejaca.

Lemat 5.4.2. Dla kazdego filtru F' C 2¥ grupa Xp C Z* wygenerowana przez zbior Ap jest

0—0graniczona.

Dowdd. Dla liczby naturalnej n € w definiujemy, tak jak w paragrafach 5.2 i 7.2, zbior
[n] = {x € Z¥ : z(i) = 0 dla 0 < i < n}. Na potrzeby tego rozumowania rozszerzamy
definicje o—ograniczonosci na wszystkie podzbiory A C Z*“; dokladniej, méwimy, ze zbior
A C Z¥ jest o-ograniczony, jesli dla kazdego $cisle rosnacego ciagu liczb naturalnych r;
(I € w) istnieje ciag liczb k; € w (I € w) o tej whasnosci, 7ze dla kazdego © € A istnieje
[ € w takie, ze dla kazdego i < r; zachodzi |z(i)| < k;. Zbior o—ograniczony, o ile jest grupa
topologiczna, to jest grupa o—ograniczona.

Definiujemy zbior
Zp={r€Z:3A€eFVneAVi<nl|r <n’}

Wykazemy najpierw, ze zbior Zp jest o—ograniczony, a nastepnie przekonamy sie, ze grupa
X jest podzbiorem Zp, a wiec tym samym jest takze o—ograniczona.

Niech r, € w (n € w) bedzie ciggiem Scisle rosnacym; definiujemy k, = r2,,. Niech
x € Zp. 7 definicji wynika, ze istnieje A € F taki, ze dla kazdego n € A i dla kazdego
0 < i < n zachodzi |z;] < n?. Niech n € A, n > ry. Istnieje [ € w takie, ze n € [r;;r41).
Dla kazdego 0 < i < n zachodzi |z;] < n? i jednoczesnie k; = r7, | > n?, a zatem dla kazdego

0 <17 < r; <n zachodzi

2| < n? < rl2+1 = k.

Zatem Zp jest zbiorem o—ograniczonym.

Wykazemy teraz, ze X jest podzbiorem Zp. Niech € Xp. Istnieja z',...2! € Ap oraz
liczby catkowite aq,...a; takie, ze x = 22:1 ay - o¢. Skoro z',...2' sa elementami Ap, to
istnieja Ay, ... A; takie, ze dla kazdego n € Ay (1 < k <) i dla kazdego 0 < i < n zachodzi
lz¥| <n (1 <k <I).
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Znajdujemy a € w, a wigksze od 22:1 lag|. Definiujemy A = (ﬂ§€:1 A\ {0, ...a}.

Zauwazmy, ze A € F. Niech n € A i niech 0 < i < n. Zauwazmy, ze n > a. Zachodzi

I
2| =1 ay - 2f| <
k=1

l l
<Y agllaf] <Y laln <nn=n.
k=1 k=1

Wykazaliémy zatem, ze Xp C Zf. O

Niech m = {J,}ner bedzie podziatem zbioru w na zbiory skonczone. Przez fr : w — w
bedziem oznaczaé¢ odwzorowanie, ktore przypisuje ultrafiltrowi F' C 2 ultrafiltr
f(Fy={AcTI:|]JJ.eF}.
neA
Lemat 5.4.3. Jesli F,G sq ultrafiltrami o tej wtasnosci, zZe dla kazdego podziatu m zbioru
liczb naturalnych na zbiory skoriczone, ultrafiltry f-(G) i f-(G) sq rézne, to zachodzi Z* C

Xp+ Xg. W szezegolnosci Xp x Xg nie jest grupg o—ograniczong.

Uwaga 5.4.4. Ultrafiltry F' i G sa podobne (w angielskiej terminologii F' i G sa near coherent),
jesli istnieje podzial 7 zbioru liczb naturalnych na zbiory skoriczone taki, ze ultrafiltry fr(F)
i fz(G) sa rowne.

Jak wykazali Blass i Shelah w pracy [14], istnienie ultrafiltrow F, G' ktore nie sa po-
dobne jest niezalezne od aksjomatyki ZFC. Z [51, Proposition 3.2 oraz Figure 1| wynika, ze
nieistnienie dwoch niepodobnych ultrafiltrow jest réwnowazne nieréwnosci u < gs, a w szcze-
goblnosci ich istnienie jest zagwarantowane, jesli zachodzi réwnos$¢ b = 0. Liczby kardynalne
u i g5 sa zdefiniowane w pracy [51].

Stwierdzenie, ze wszystkie ultrafiltry sa podobne (aksjomat o podobieristwie filtrow, od an-
gielskiego near coherence of filters), okazalo sie rownowazne pewnym zagadnieniom z zakresu
teorii grup topologicznych, teorii operatorow w przestrzeniach Hilberta i teorii continuéw

([11],112],[13],[20]).

Dowdd. (lematu 5.4.3) Niech X = X 1Y = Xg. Niech f : w — w bedzie dowolng funkcja
Scisle rosnaca. Wskazemy v € Ap C X iy € Ag C Y takie, ze v +y = f. Zwazywszy na
uwage 5.4.1, wykazemy w ten sposob, ze Z¥ C X +Y.



53

Niech kg =0, k1 = f(kn) dlan € w, n > 0. Niech I,, = [ky; kpyo) dla n € w, n parzyste.
Niech J,, = [ky; knio) dla n € w, n nieparzyste i niech L,, = [k,; kpy1) dla n € w. Wiemy, ze
istnieja A, B C w takie, ze |,y In € F iU cpaln € Goraz U, cpJu € F il cpaJn €G.

Ustalmy n € w, liczbe parzysta. Zdefiniujemy x i y, analizujac cztery rézne przypadki:

(1) Jeslin € Ain+1 ¢ B to definiujemy y|L, = f|L,, |L, = 01 y|L,y1 = 0,
T|Lpt1 = f|Lps1.

(2) Jeslin € Ain+1 € B to definiujemy y|L, U L, = f|L, U Lyyq, 2|Ly U Ly = 0.

(3) Jeslin ¢ Ain+1 € B to definiujemy z|L, = f|Ln, y|L, = 01 z|L,1 = 0,
Y| Lni1 = f|Lns1-

(4) Jeslin € Ain+1¢ B to definiujemy x|L, U L, 11 = f|L, U L1, y| Ly U Ly =0.

Niewatpliwie = +vy = f. Pozostaje sprawdzi¢, ze x € Ar C X oraz y € Ag C Y. Ustalmy
k€ (Unen InNU,ep Jn) € F. By wykazaé, ze v € Ap, wystarczy udowodni¢, ze dla kazdego
i < k zachodzi xp < k. Niech ng,n; € w beda takimi liczbami, ze k € I, = [kny; kngt2)s
k€ Ju, = [kn,; kn,42). Wtedy ng € Aing € B. Przypusémy, ze ny < ny. Wtedy ny = ng+1
i o liczbie k mozemy stwierdzi¢, ze k € L,,11; bez straty ogolnoéci mozemy przypuscié, ze
k = ky,11 (gdyz na mocy punktu 2 naszej definicji, element x jest staly, rowny zero na calym
przedziale I,,,, a w szczegolnosci na przedziale Ly, y1). Liczba k,, 1 = f(kpn,) jest wieksza
niz x; dla ¢ < ky, 41, gdyz f jest funkcja rosnaca, wartosci x nie przekraczaja wartosci f oraz
x| Ly, = 0.

Przypu$é¢my teraz, ze ny < ng. Wtedy ng = ny + 1 i o liczbie £ mozemy stwierdzié, ze
k € Ly, 11; bez straty ogolnosci mozemy przypuscié, ze k = ky, 11 (gdyz na mocy punktu
2 i punktu 1 naszej definicji, element x jest staly, rowny zero na calym przedziale L, ).
Liczba ky, 1 = f(ky,) jest wieksza niz z; dla i < ky, 41, gdyz [ jest funkcja rosnaca, wartosci
x nie przekraczaja wartosci f oraz x|L,, = 0 (przy ostatniej rownosci odwolujemy sie do
punktu 3 i punktu 2 naszej definicji).

W analogiczny sposéb mozna sprawdzic, ze zbior (e, 4 In MUpe s Jn) € G zaswiadeza
o tym, ze y € Ag.

Tak jak w paragrafie 5.2, z faktu, ze Z¥ C Xr + X wnioskujemy, ze X X Xg nie jest

grupa o—ograniczona. 0
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6. P-GRUPY LINDELOFA I GRUPY SILNIE O—OGRANICZONE.

6.1. Wprowadzenie. Wskazemy przyktad grupy topologicznej, ktéora w sensie struktury
topologicznej jest P—przestrzenig Lindelofa, ale ktora nie jest grupa silnie o—ograniczona.
Motywacja do szukania takiego przyktadu zostata podana we wstepie, gdzie takze opisujemy
inne wlasnosci naszego grupy.

W paragrafie 6.2 sformutujemy definicje; w paragrafie 6.3 opiszemy grupe G, ktora jest
wyzej wskazanym przykladem. W paragrafie 6.4 udowodnimy, ze grupa G nie jest silnie o—
ograniczona, a w paragrafie 6.5 wykazemy, uzywajac metody znanej w literaturze, ze grupa

G jest P—przestrzenig Lindelofa.

6.2. Definicje. W tym rozdziale bedziemy zaktadaé, ze wszystkie przestrzenie topologiczne
sa calkowicie regularne. Przestrzenn topologiczna X jest P-przestrzenig jesli dla kazdego

rodziny G,, C X (n € w) zlozonej ze zbioréw otwartych w X, przeciecie [ _ G, jest

new
zbiorem otwartym w X.

Pojecie grupy o-ograniczonej zostalo wprowadzone w paragrafie 5.1. Dla grupy G okre-
slamy gre I'(G) tak, ze gracz I zagrywa w n—tym ruchu (n € w) zbiorem U, C G (n € w),
ktore jest otwarty otoczeniem 0 € GG, natomiast gracz IT odpowiada skoriczonym podzbiorem

K, CG (n€w).

I U Ui

IT Ky K

Gracz 1T wygrywa gre, jesi G C | U, + K,). Grupa topologiczna jest silnie o—

new(
ograniczona, jesli gracz II ma strategie wygrywajaca w grze I'(G). Wiecej informacji na
temat gier mozna znalez¢ w paragrafie 8.H i rozdziale 21 ksiazki [35]. Gry pokryciowe
podobne do naszej byly rozwazane miedzy innymi w [24],[63],[70],[71]. Z definicji wynika, ze
kazda grupa silnie o-ograniczona jest o-ograniczona. Od tej pory bedziemy w tym rozdziale

zaktadaé, ze wszystkie grupy sa abelowe.

6.3. Opis przykladu. Przypomnijmy, ze tak samo jak w paragrafie 3.3, symbol Lim ozna-
cza zbior wszystkich granicznych liczb porzadkowych mniejszych niz wy. Jest to zbior do-

mkniety i nieograniczony. Z definicji wynika, ze cze$¢ wspolna danego zbioru stacjonarnego
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S C wy 1 zbioru Lim jest zbiorem stacjonarnym. Dla kazdego o € Lim ustalamy ciag
rosnacy (sp),e, ztozony z przeliczalnych liczb porzadkowych, ktorego granica jest réwna
a. Dla f : wy — {0,1} definiujemy nosnik f jako supp(f) = {a < w; : f(a) # 0}.
Zauwazmy, ze jest to inne pojecia no$nika niz to, ktore byto uzyte w paragrafie 3.4. Podob-
nym pojeciem bedziemy postugiwaé sie w paragrafie 7.2. Jesli K C {0,1}** to definiujemy
supp(K) = U e supp(f)-

Niech E bedzie zbiorem ztozonym z tych wszystkich funkcji f : w; — {0, 1} ktore naleza
do jednej z nastepujacych dwoch klas:

(1) f ma skoriczony no$nik lub
(2) istnieje a@ < w; taka, ze dla kazdego < w; zachodzi rownos¢ f(B) = 1 wtedy i
tylko wtedy, gdy = s dla pewnego n € w lub f = . Innymi stowy funkcja f jest
funkcja charakterystyczna postaci X{53},c.Ufa}-
W przestrzeni 2¥! wprowadzamy taka strukture grupowa jak w grupie Z3'. Definiujemy
grupe G jako zbior tych wszystkich funkcji f € 2t dla ktorych istnieja elementy fi,..., f, €
FE takie, ze f = fi+...+ fn. Dla f € G oraz o < w; definiujemy B(f,a) ={g € G : fla =

gla}. Rodzina {B(f, @)}a<w,, fec stanowi baze przestrzeni G. Baza ta ma moc wy.

6.4. Grupa G nie jest silnie o—ograniczona. Przypu$émy przeciwnie, ze w grze ['(G)

gracz II dysponuje strategia wygrywajaca F'.

W takiej sytuacji
e zdefiniujemy funkcje regresywna ¢ : Lim — w; and
e 7 kazda liczba graniczng a € wy zwigzemy
— liczbe naturalna n, oraz
— (by¢ moze pusty) rosnacy ciag (8¢, ..., O, _1) liczb porzadkowych mniejszych,
niz ¢(«)
takie, ze
(1) Xispheotod € BO,BE) + F(B(0,57). ... B0, 7).
k<na—1

i dla kazdego 3, takiego ze a > 8 > ¢(ar) > 37 _; zachodzi warunek

(2) X{sthnewtfa} € B(0, ) + F(B(0,57), - .., B(0, 85, 1), B(0, §)).
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Niech « bedzie dowolng graniczng liczba porzadkowa mniejsza niz wy. Jesli istnieje [,
a > [ > si taka, ze

X{sg}newta} & B(0, ) + F(B(0,5))

to definiujemy 3¢ = 5. Indukcyjnie, jesli istnieje 5, & > f > max{s?, 3% |} taka, ze
X{sg}newiay & B(0,8) + F(B(0, ), ..., B(0, 53 4), B(0, 8)) to definiujemy § = f.

Skoro strategia F' jest wygrywajaca dla gracza II, istnieje krok indukcyjny n,, dla ktorego
powyzsza procedura nie moze zosta¢ przeprowadzona. Definiujemy ¢(a) = max{sy , 85 _ 1+

1. Taka definicja gwarantuje nam wypelnienie warunkow (1),(2).

Zgodnie z lematem Fodora (lemat 2.5.1), istnieje liczba v < w; oraz zbior stacjonarny S C wy
takie, ze ¢(a) = v dla kazdej liczby « € S. Dla kazdego ciagu skonczonego ¢ ztozonego z
liczb porzadkowych mniejszych niz v definiujemy zbior S, = {a : (5§,....05._1) = t}.

Zwazywszy na fakt, ze istnieje tylko przeliczalnie wiele takich ciagéw, istnieje

(3) t=(Bo,.--,Bj-1)

dla ktorego zbior S jest zbiorem stacjonarnym. Istotnie, w przeciwnym razie otrzymalibysmy

sprzeczno$é¢ z lematem 2.5.2. Definiujemy

(1) Ky = F(B(0,By). ..., B(0, By1), B0, 8) dla § < wr.

Przez indukcje zbudujemy teraz
e ciag zbioréw stacjonarnych T, C S; (m € w) oraz
e ciag {Sm }mew liczb porzadkowych

dla ktorych beda spetnione warunki

(5) Ty C T, oraz

(6) dla kazdej liczby « € T},,+1 zachodzi (s§,...,50) = (S0, Sm)-

’r m

Definiujemy T = S;. Dla kazdego o € Ty oraz m € w definiujemy v, () = s%. Zgodnie
z lematem 2.5.1 istnieje stacjonarny zbior T} C Tj oraz liczba sy < w; takie, ze dla kazdego
« € Ty zachodzi 1y () = s9. W kolejnych krokach, postugujac sie lematem 2.5.1, definiujemy
w analogiczny sposob zbiory Tp,.1 C T, oraz liczby s, < w; takie, ze () = s, dla

a € Tpy1. Zbiory Ty, (m € w) spelniaja warunki (5), (6).
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Definiujemy

f = max{~y, sup s, }.

mew
Niech «, € T,, bedzie dowolna liczba spelniajaca warunek o, > f (m € w). Zgodnie z

warunkiem (2) oraz definicja (4), dla kazdego m € w zachodzi

X{s2™ }newUfam} € B(0, B) + Kp.

Stad dla kazdego m € w istnieje f,, € B(0, ) oraz g, € Kp takie, Ze x{om), o 0fam} =
fm + Gm-

Dazymy do pokazania, ze rodzina {¢,, }mew jest nieskonczona. To da sprzecznosé z przy-
puszczeniem, ze zbior Kpg jest skoniczony. Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego m € w oraz

s < f zachodzi f,,(s) =0 a w konsekwencji

(7) gm(s) = X{s%m}nGWU{am}(s)'

Zdefiniujemy rosnacy ciag liczb naturalnych my € w (k € w) tak, by dla kazdego k, k' € w,
k # k' zachodzilo gm, 11 # Gm, +1. Niech mg = 0. Skoro sup,,c, 5, < < Qpoy1 = @, to
istnieje liczba m; o tej wlasnosci, ze dla kazdego m > my zachodzi gmyy1(Sm) = 0. Przez
indukcje wybieramy my (k € w) takie, ze dla kazdego m > my.1 zachodzi ¢y, +1(sm) = 0.
To koniczy konstrukeje ciagu my, € w (k € w).

Zauwazmy teraz, ze jesli dane sg liczby k, k' € w, k < k' to zachodzi my > my; 1 na mocy
konstrukeji jest spetniona r6wnoS¢ gm, +1(Sm,,) = 0. Zgodnie z warunkiem (6) i rownoscia

(7) mamy

gmk/+1(8mk_/) - X{Szmk,+1 (Smk.l) - 1'

new U{Oémk, +1}

To dowodzi, ze dla kazdej pary liczb k, k' € w, k # k' zachodzi gpm, 41 # Gm,,+1-

6.5. GG jest P—przestrzenia Lindelofa. Rozpocznijmy od obserwacji, ze grupa G jest P—
przestrzenia, gdyz jesli dany jest ciag zstepujacy B(0, a,) (v, < wi, api1 > ) bazowych
otoczen 0 € G, to przeciecie tego ciagu jest otwartym otoczeniem O postaci B(0, o), gdzie
Q= SUP,¢c,, On.-

Naszym zadaniem jest teraz sprawdzi¢, ze grupa G jest przestrzenig Lindelofa. W wiek-

szej ogolnosci zostato to udowodnione w [15], a nasz szczegolny przypadek byl wykazany, z
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dokladnoscia do bardzo niewielkich poprawek, w pracach [56], [71]; dla wygody czytelnika
przytaczamy tu prosta i kompletng argumentacje.

Przypomnijmy, ze symbolem E oznaczamy zbior generatoréow grupy G. Na to, by wykazaé,
ze grupa G jest przestrzenig Lindelofa, wystarczy sprawdzié¢, ze dla kazdego n € w przestrzen
E™ jest przestrzenig Lindelofa. Faktycznie, zauwazmy, ze jesli odwzorowanie h, : E" — G
zdefiniowane jest wzorem h,,(f1,..., fn) = fi + ...+ fn to zachodzi rownos¢ G = | h,[E™].
Wiasnosé Lindelofa grupy G wyniknie z tego, ze dla kazdego n € w przestrzen h,[E™], jako
ciagly obraz przestrzeni Lindelofa, jest przestrzenia Lindelofa, a klasa przestrzeni Lindelofa
jest zamknieta na przeliczalne sumy (por. paragraf 2.2).

Dla a < w; definiujemy C, jako zbior tych wszystkich funkcji z F, ktorych noénik jest
zawarty w liczbie «; zbior C, jest przeliczalny. Niech n € w,n > 0 bedzie ustalong liczba
naturalng i niech U bedzie otwartym pokryciem przestrzeni E".

Jedli dane sa funkcje fi,...,f, € Ca, to mozemy znalezé liczbe aftf» < w, oraz
zbior otwarty G7t--n € U takie, ze TI B(f;, aft=/") c Gfi-/n. Definiujemy (a) =
sup{aft=fn: fi ... f, € Oy}, Zauwazmy, 7e liczba 0(a) jest przeliczalna.

Definiujemy teraz ag = w i a1 = max{f(ay,), o, + 1}. Ciag ay, (m € w) ma wlasnosé,
ze dla kazdego m € w oraz dla kazdych funkcji fi,...,f, € C,, istnieje zbior otwarty
GIvIn e U taki, ze 11 B(f1, ayy1) C GIoo/n. Kladziemy teraz o = sup,,.,, ay,. Niech
ciag (f1,..., fn) bedzie dowolnym elementem E™ takim, ze dla kazdego | € w, 1 <1 <n
zachodzi fi # X{sa}neoUfa}- Wtedy supp(f;) N« jest zbiorem ograniczonym w zbiorze o.
Definiujemy funkcje 7[ jako iloczyn f; - xjp,0) (1 < 1 < n); funkcja 7[ (1 <1 < n) jest
elementem przestrzeni F, a wiec mozemy ustali¢ liczbe m € w taka, ze dla kazdego I,
1 <1< n zbior supp(ﬁ) jest zawarty w zbiorze a,,. Zgodnie z konstrukcja funkcji 6 istnieje
zbior otwarty G/ifr € U taki, ze e, B(f,a) C Gﬁ""ﬁ). Co wiecej, B(fi, @) = B(fi, ),
a zatem 117, B(f,, o) C Gholn,

Rodzina G = {G99 : g, € C,, 1 <1 < n} C U stanowi otwarte, przeliczalne pokrycie
przestrzeni

(8) E"\ (|J (91, 00) € B" - 90 = Xgsghocuttal})

1<i<n

Jesli n = 1 to jedynym elementem E" = FE, ktory by¢ moze nie jest pokryty przez G,
jest punkt Xieay,.c.ufa). Whioskujemy stad, ze przestrzei E jest przestrzenig Lindelofa.
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Postuzymy sie indukcja, po to by wykazaé, ze E™ jest przestrzenig Lindelofa dla n > 1.
Zalozmy, ze juz wykazali$my, ze przestrzei E"~! jest przestrzenia Lindelofa (n > 1).
Zauwazmy, ze dla n > 1 zbior {(gi,...,9n) € E™ : gi = X{s2}newt{a} } jest homeomorficzny
z przestrzenia E"~!, a wiec mozna go pokryé przeliczalnie wieloma elementami /; n—krotne
(por. rownos¢ (8)) zastosowanie przypuszczenia indukeyjnego pozwala z pokrycia U wybrac
podpokrycie przeliczalne przestrzeni U, ;,{(g1,---,92) € E™ 1 g1 = X{sa}neufa}}- W DO-
taczeniu z wezesniej przeprowadzonym rozumowaniem otrzymujemy, ze z pokrycia i mozna
wybra¢ podpokrycie przeliczalne catej przestrzeni E”, a tym samym, ze przestrzen E™ jest

przestrzenia Lindelofa.

Uwaga 6.5.1. Wystarczytoby wykazaé, ze przestrzen E jest przestrzenig Lindelofa. Faktycz-
nie, na mocy twierdzenia z pracy [53| (Corollary 4.2), iloczyn kartezjanski E“ jest przestrze-

nig Lindelofa o ile E jest P—przestrzenig Lindelofa.
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7. METRYCZNE GRUPY SILNIE O—OGRANICZONE I O—OGRANICZONE.

7.1. Metryczne grupy silnie o—ograniczone. Wykazemy, ze w klasa metrycznych, abe-
lowych, o$rodkowych grup silnie o—ograniczonych jest zamknieta ze wzgledu na branie ilo-
czynow kartezjanskich. W paragrafach 5.2 oraz 5.4 odnotowalismy, ze przy dodatkowych za-
lozeniach teoriomnogo$ciowych klasa metrycznych grup o—ograniczonych nie jest zamknieta
na branie iloczynow kartezjanskich. Definicja gry ' i definicja grupy silnie o—ograniczonej

sa podane w paragrafie 6.2. Zacznijmy od prostej

Uwaga 7.1.1. Kazda grupa (G, d) Ry-ograniczona (por. paragraf 5.3) i metryczna jest osrod-
kowa. Istotnie, G jedli przestrzen G nie bytaby osrodkowa, to mogliby$my znalezé liczbe € > 0
i nieprzeliczalny zbior A C G taki, ze dla kazdego z,y € A, x # y kula K (z,¢)N K (y,¢) = ().
Zatem dla kazdego zbioru przeliczalnego D C G zachodzitloby D + K (0¢, 5) # G. To daje
sprzeczno$é¢ z przypuszczeniem, ze GG jest grupa Np—ograniczona.

Whioskujemy stad, ze kazda metryczna grupa o—ograniczona, a tym bardziej silnie o—

ograniczona, jest oSrodkowa.llyuwaga 7.1.1
Wykazemy teraz

Twierdzenie 7.1.2. Jesli G jest grupg silnie o—ograniczong, metryczng i abelowq, to G jest

podgrupg pewnej metrycznej grupy o—zwartey.

Uwaga 7.1.3. Istnieja przyklady calkowicie regularnych grup silnie o—ograniczonych, ktore

nie sa podgrupami zadnej grupy o-zwartej (|30, Example 3.1]).

Dowdd. (twierdzenia 7.1.2) Niech G bedzie metryczna, osrodkowa i abelowa grupa silnie
o—ograniczong. Zgodnie z [60, Theorem 2.3.5, str. 352-353|, kazda grupe metryzowalna,
mozna wtozy¢ homeomorficznie w pewna abelowa grupe zupelna, z zachowaniem struktury
grupowej na GG. Mozemy zatem przypuszczac, ze G jest podgrupa grupy zupetnej H. Niech
d bedzie ustalong metryka niezmiennicza (tzn. dla z,y,2z € G, d(z + z,y + z) = d(z,y)) i
zupelna na H (por. [60, Theorem 2.3.5, str. 352-353]). Wykazemy, postugujac sie metoda
podobna do uzytej wezesniej w pracy [62], ze istnieje o—zwarta grupa C' C H taka, ze G C C.

Przez 0 = 0g = Oy oznaczamy element neutralny w GG, H. Niech S bedzie strategia

wygrywajaca dla gracza II. Dlar € R, r > 0 i 2 € G definiujemy K(z,r) = {y € G :
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d(x,y) < r}. Dla liczb naturalnych ng,...n; € w \ {0} definiujemy

Fln,...,me) = K(0,—) + S(K(0,—), ..., K(0,—)).

ng No Nk

Dla 7 € (w\ {0})™ (m € w) definiujemy

C; = ﬂ F(r(0),...,7(m —1),n).

new\{0}

Przypusémy, ze istnieje element x € G taki, ze x & Ure(w\{o})<w C,. Wtedy przez indukcje
mozna wybra¢ liczby naturalne ng,nq,..., ny > 0 (k € w) takie, ze dla kazdego k € w
zachodzi © & F(ny,...,n;). To jednak daje sprzeczno$é¢ z przypuszcezeniem, ze grupa G jest

silnie o—ograniczona, bowiem gracz II przegrywalby rozgrywke

I K(0,2) K(0,L)

" g ’ na
11 S(K(0, 7)) S(K(0, 5-), K(0, 1))

Zauwazmy, ze zbior cly(C,) jest zbiorem zwartym, gdyz jest domknietym podzbiorem
zupelnej przestrzeni H i jest catkowicie ograniczony, co znaczy, ze dla kazdego n € w \ {0}
mozna go pokry¢ skoriczong rodzing zbiorow o $rednicach nie przekraczajacych % Istot-
nie, F(7(0),...,7(m —1),2n) = U,.p K(z, 5-) dla pewnego skoriczonego zbioru D C G i

clg(Cr) C clg(U,ep K (2, 5)). Szukanymi zbiorami o $rednicach nie przekraczajacych + sa

domknigcia kul cly (K (z, 5-)) dla 2 € D. To dowodzi, ze zbior clg(C:) jest zwarty.
Zbior C' = UTE(W\{O})<“’ C, jest o—zwarty. To oznacza, ze grupa G jest zawarta w grupie

o—zwartej wygenerowanej przez zbior C. U

Uwaga 7.1.4. Przy dodatkowym zatozeniu Determinacji Analitycznej wynik ten otrzymatl
wezesniej T. Banakh w pracy [7, Theorem 4].
T. Banakh wykazal takze w [7, Proposition 1|, ze mozna znalez¢ grupe koanalityczna C,

G C C. Nasze rozumowanie, w zakresie grup abelowych, odpowiada na pytanie z pracy [7].
7, powyzszego twierdzenia otrzymujemy

Twierdzenie 7.1.5. Jesli G, H sq abelowymi grupami metrycznymsi, oSrodkowymsi i silnie

o—-ograniczonymi, to G x H jest grupg silnie o—ograniczong.
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Dowdd. Zgodnie z twierdzeniem 7.1.2 istnieja grupy metryczne grupy o-zwarte Gy, H; takie,
ze G C G oraz H C Hy. Grupa G x H jest podgrupa grupy o—zwartej GG; x Hy, a wiec jest

silnie o—ograniczona na mocy [30, Corollary 2.3]. Il

7.2. Determinacja gry I' w klasie grup metrycznych. W rozdziale 6 wykazali$émy,
ze istnieje grupa G, ktora jest o-ograniczona, ale nie jest silnie o-ograniczona. W tym
paragrafie wykazemy, bez dodatkowych zalozen teoriomnogosciowych, ze istnieje metryczna,
osrodkowa grupa G, ktora jest o-ograniczona, ale ktora nie jest silnie o-ograniczona. Wydaje
sie, ze tego rodzaju przyktady nie byly znane wczesniej w literaturze. Co wiecej, dla naszej
metrycznej, osrodkowej grupy G gra I'(G) okaze sie niezdeterminowana. To rozwiazuje |29,
Problem 5].

Mowimy, ze funkcja f € w¥ ma skoriczony nosnik, jesli zbior {n € w : f(n) # 0} jest
skoniczony. Podobne pojecie pojawia sie w rozdziale 6; inne pojecie no$nika jest uzywane
w paragrafie 3.4. Mowimy, ze zbior A C Z* jest w”—monotoniczny, jesli dla kazdej funkcji
[ € A istnieje funkcja niemalejaca h € A taka, ze dla kazdego n € w zachodzi |f(n)| < h(n).

Wykazemy najpierw

Lemat 7.2.1. Niech G C Z* bedzie grupg ktora jest zbiorem w®-monotonicznym, i ktora
zawiera wszystkie funkcje o skoriczonych nosnikach. Jesli G jest o—ograniczona, to gracz I

nie ma strategii wygrywajgcej w T'(G).

Dowadd. Przypus$émy, ze gracz I ma strategie wygrywajaca S. Niech g € w¥ bedzie dowolna
funkcja rosnaca. Znajdziemy v € G takie, ze dla kazdego n € w zachodzi v(n) > g(n).
Wykazemy w ten sposob, ze grupa G nie jest o—ograniczona (zob. fakt 5.1.2).

Dla liczb naturalnych n,k € w przez K* bedziemy oznaczaé¢ zbior skoriczony {x € Z“ :
View |T1] < n, Vs ; = 0}. Dla liczby n € w, tak jak w paragrafach 5.2 i 5.4, przez [n]
bedziemy oznaczaé zbioér domknieto-otwarty {x € Z¢ : V;<,, x; = 0}.

Bez straty ogo6lnosci mozna przypuscié, ze w strategii S gracz I postuguje sie wylacznie
bazowymi otoczeniami zera postaci [n] dla n € w.

Niech [ng] bedzie pierwszym zagraniem gracza I, tak jak przewiduje strategia S. Roze-
gramy dwie partie zgodnie ze strategia S. Niech [ni] = S(K[( /). Bez straty ogélnosci
mozemy przypuszczacé, ze ny > ng. Niech [ng] = S(K;&l)). Dla pewnego n3 € w zacho-

dzi [ng] = S(KJG, ), K,,)) 1 dla pewnego ny € w zachodzi [ng] = S(KG, ), K7 ). Dla k
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nieparzystego, jesli n; sa juz zdefiniowane dla 0 <[ < k, definiujemy

_ n n1 Np—2
(4] = S(Kg(ono)’ Kg(nz)’ T Kg(nk—l))
i
. n ne ng_
(2] = SOKGG, ) Koy - Kgn,)-

Rozgrywki wygladaja nastepujaco

I [no] 1] (3]
I K i) K jiny)
I [no] [125)] [124]
I ;L(Oﬂl) K;?ﬂs)

Zgodnie z definicjg gry T', skoro S jest strategia wygrywajaca dla gracza I, to istnieja
x,y € G takie, ze

(9) z & ([no] + Ky, Y U([”Qk-lrl] +E )
kEw

oraz

(10) y & (Ino] + Ky, ) U | (Inak] + K2, )
k>0,kcw

Niech w, z € G niemalejace i takie, ze dla kazdego n € w zachodzi w(n) > |z(n)|, z(n) >
ly(n)|. Wtedy dla k € w zachodzi

(11) W|[Nokt1; Nok+2] > gl [Mokt1; Nokso]
1
(12) Z|[n2k;n2k+1] > 9|[n2k; n2k+1]-

Istotnie, niech k € w iniech [ € [nog1; nogro]. Zgodnie z zaleznoscia (9) istnieje j € [0; gy 1]

takie, ze |z(j)| > g(noks2). Zauwazmy, ze j < ng,yq < [. Wobec tego
w(l) > w(j) > [2(j)] > g(nok42).

Podobne rozumowanie przekonuje, ze zachodzi nier6wnos¢ (12).



64

Dla kazdego [ > ng zachodzi z(I) + w(l) > g(I); niech u(l) = g(I) dla [ < ng, u(l) = 0 dla

[ > ng; zgodnie z naszym zalozeniami, mamy v € G. Zatem z +w +u > g. 0

Uwaga 7.2.2. Zanim przejdziemy do badania determinacji gry I, zdefiniujemy gre Mengera
[ (por. [63]), o whasnosciach zblizonych do gry I'. W naszej nowej grze I''(G) gracz 1
zagrywa dowolne pokrycie U, (n € w) przestrzeni GG, natomiast zadaniem gracza II jest

wybra¢ skoriczong rodzine V, C U, tak, by |, .., V, bylo pokryciem G.

necw

Gra I ma sens nie tylko dla grupy topologicznej G, ale takze dla dowolnej przestrzeni
topologicznej. Mowimy, ze przestrzen metryczna, osrodkowa G ma wlasnosé Mengera, jesli
dla kazdego ciagu pokryé¢ U,, (n € w) mozna znalez¢ skoniczone podrodziny V,, C U, takie, by
Unew Vo byto pokryciem G. Zgodnie z [61, Theorem 13|, przestrzen metryczna, osrodkowa
G ma wtasno$¢ Mengera wtedy i tylko wtedy, gdy gracz I nie ma strategii wygrywajacej
w grze ['(G). Jesli G jest dowolna grupa z wlasnoscia Mengera, to z definicji wlasnosci
Mengera nietrudno jest wywnioskowaé, ze G jest grupa o—ograniczona. Jesli dla przestrzeni
metrycznej G gracz II ma strategie wygrywajaca w grze I'(G), to przestrzen jest o—zwarta
(I721,[62)).

Klasy grup o—ograniczonych i silnie o—ograniczonych sa zamkniete na branie podgrup
(|30, Theorem 2.1]), natomiast klasa grup z wlasnoscia Mengera jest zamknieta na branie
podgrup domknietych i nietrudno jest podac¢ przyktad podgrupy grupy zwartej Z4, ktora nie
ma wlasno$ci Mengera; istotnie, jak wykazal Hurewicz (por. twierdzenie 2.7.11), podzbiory
analityczne w Z§ maja wlasno$¢ Mengera wtedy i tylko wtedy, gdy sa o—zwarte.

W przypadku gry I''(G) mozna wskazaé¢ (|23, Theorem 4]|), bez dodatkowych zalozen
teoriomnogosciowych, przestrzen metryczna osrodkowa G, dla ktorego gra I'(G) nie jest

zdeterminowana (por. [62]) Dywaga 7.2.2

W pracy [29] (Problem 5) postawiony jest problem, czy bez dodatkowych zalozen teoriom-
nogosciowych istnieje przyklad grupy metrycznej G, dla ktorej I'(G) nie jest zdeterminowana.
W pracy [7] postawiony jest problem, czy bez dodatkowych zalozen teoriomnogosciowych w
kazdej grupie polskiej, nigdzie lokalnie zwartej, istnieje podgrupa niezdeterminowana.

Odpowiemy tu na [29, Problem 5|, postugujac sie metode dowodowa zblizona do uzytej w
pracach |23, Theorem 4], [33, Theorem 5.1].
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Uwaga 7.2.3. Zauwazmy, ze jesli grupa G jest generowana przez pewien zbior w*—monotoniczny
A to G jest zbiorem w”-monotonicznym. Zatem, jesli G C Z“ jest grupa o—ograniczona ge-
nerowang przez pewien zbior w*-monotoniczny i G zawiera wszystkie funkcje o skonczonych

nosnikach, to na mocy lematu 7.2.1, gracz I nie ma strategii wygrywajacej w grze I'(G)

Duwaga 7.2.3

Przez Q oznaczamy zbiér ztozony z tych f € w®, ktére sa od pewnego miejsca stale.
Zauwazmy, ze zbior Q jest przeliczalny. Jesli zachodzi nieréwnos$é¢ b < 9 to ustalamy zbior
A C w¥ mocy b, nieograniczony (por. paragraf 2.9) i ztozony z funkcji niemalejacych. Niech
G bedzie grupa wygenerowana w Z“ przez zbior A U Q. Grupa G ma moc mniejsza, niz 0,
a zatem jest o—ograniczona na mocy naszych rozwazan z paragrafu 5.3. Zbior A U Q jest
w¥~monotoniczny, grupa G zawiera wszystkie funkcje o skoriczonych nos$nikach, a wiec na
mocy uwagi 7.2.3, gracz I nie ma strategii wygrywajacej w grze ['(G). Skoro zbior A jest
nieograniczony, to grupa G nie jest zawarta w zadnej grupie o—zwartej w Z“ (zob. paragraf
2.9), a wiec na mocy twierdzenia 7.1.2 grupa G nie jest silnie o-ograniczona. Podsumowujac,
gra ['(G) nie jest zdeterminowana.

Jesli 0 = b to przyktadu grupy o-graniczonej, ktéra nie jest zdeterminowana wzgledem
gry I'(G) dostarcza lemat 5.4.3 (por. uwaga 5.4.4); niech F, G beda nie podobnymi do siebie
ultrafiltrami. Zadna z grup Xp i X nie jest silnie o-ograniczona. Istotnie, na mocy twier-
dzenia 7.1.2, jesli grupa X lub grupa X bytaby silnie o-ograniczona, to bylaby zawarta w
pewnej grupie o—zwartej. Wtedy jednak, na mocy [30, Theorem 5.3|, iloczyn X X X byltby
grupa o—ograniczona. Grupy Xg, X sa generowane przez zbiory zbiory Ap, Aq, ktore sa
w“—monotoniczne i ktore zawieraja wszystkie funkcje o skoniczonych nosnikach (por. uwaga
5.4.1). Na mocy uwagi 7.2.3 wynika stad, ze gracz I nie ma strategii wygrywajacej w grze

T (Xp).

Uwaga 7.2.4. Przy dodatkowym zalozeniu teoriomnogosciowym wynikajacym z aksjomatu
Martina (add(M) = ¢), T. Banakh podal w pracy [7, Theorem 7| konstrukcje grupy G dla
ktorej gra T'(G) nie jest zdeterminowana. Przy dodatkowym zalozeniu teoriomnogosciowym
O, konstrukcje grupy G, ktora jest P—przestrzenia Lindelofa i dla ktorej gra T'(G) nie jest

zdeterminowana, podano w pracy [29].
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