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Rozd.ziat I

Przestrzenie Baire'a i dziedzicznie Baire'a

Praca syntezuje wyniki z artykul6w W. Marciszewskiego ([14]), Gulki i Sokolova
([8]) oraz pracy autorat ([16]). Wszystkie one podwigcone sq badaniu problemu,
dla jakich X przestrzenie rzeczywistych funkcji ciqglych Co6) z topologi4
zbieino6ci punktowej sE przestrzeniami dziedzicznie Baire'a (definicje nizej).
Gulko i Sokolov poslugiwali siq w swych rozumowaniach metodami teorii
gier; W. Marciszewski wzmocnil ich twierdzenie, przy czym nie uzywal gier.
Gl6wnym wynikiem mojej pracy jest dow6d rezultatu W. Marciszewskiego, przy
uiyciu odpowiednio ulepszonych gier Gulki i Sokolova.

W tych miejscach, gdzie jest to moiliwe, wskazujg w odnodnikach na
podrgczniki, a nie na prace oryginalne. Uiywam pierwszej osoby liczby po-
jedynczej tam gdzie chcq wyrazii sw6j poglqd, a pierwszej osoby liczby mnogiej
tam, gdzie chcg zachgcii Czytelnika do podjgcia wsp6lnego rozumowania. W
notacji staram sig na3ladowai podrgczniki [7] i [11].
1.1 Przestrzeri X jest przestrzeniq Baire'a, je6li dla kazdego ciqgu zbior6w ot-
wartych ggstych {U,},es przecigcie 0"e^4 jest ggste w X. Przestrzeri X
jest przestrzeniq dziedzicznie Baire'a, jedli kaidy domknigty podzbi6r Y C X
jest przestrzeniq Baire'a. Z twierdzenia Baire'a wynika, ze przestrzenie metry-
zowalne w spos6b zupelny sq przestrzeniami dziedzicznie Baire'a. W niniejszej
pracy rolg bgdq odgrywai gl6wnie te przestrzenie dziedzicznie Baire'a, kt5re nie
sq metryzowalne w spos6b zupelny.

W przestrzeni topologicznej X zbi6r Y C X jest pierwszej kategorii, je6li

istnieje ci4g zbior5w F" domknigtch, brzegowych w X i takich, zeY C U,en F".
Zbi6r Y jest drugiej kategorii, je6li nie jest pierwszej kategorii.

L.2 Gl6wnym obiektem pracy sE przestrzenie CoV) funkcji ci4glych z przestrzeni
X w IR z topologi4 zbieznosjci punktowej na X (w Cr(X) zadanajest topolo-
gia odziedziczo\a z Rx; je6li X jest przestrzeni4 przeliczaln4, to Co(X) jest
przestrzeniE metryzowaln4, jako podprzestrzeri przestrzeni IR.x, kt6ra jest me-
tryzowalna w spos6b zupelny). Bqdziemy zajmowali sig przede wszystkim przy-
padkiem przestrzeni Co(Nr); Np jest przeliczalnq przestrzeniq z dokladnie jed-

nym punktem skupienia, przy czym rodzina otoczef punktu skupienia gen-
erowanajest  przez f i l t r  F (zob.  2. i ) .

Twierdzenie 7, stanowiqce gl6wny wynik pracy, charakteryzuje w terminach
filtru F, te przestrzenie Co(Np) , kt6re majq, dziedzicznq wlasno6i Baire'a. W
rozdziale drugim gromadzg informacje na temat filtr6w; w dalszej czg6ci pracy
moja strategia badania przestrzeni Cr(X) bgdzie polegala na analizowaniu kom-
binatorycznych wlasno6ci filtru otoczei zadanego punktu x € X. W rozdzialach
trzecim, czwartym i pi4tym budujg dwie gry, kt6re pozwalajq wyrazii w ter-
minach istnienia strategii odpowiednio: dziedzicznq wlasnodi Baire'a dla calej
przestrzeni Co6) oraz wlasnodi bycia P-filtrem dla filtru otoczef. Rozdzial
sz6sty sluzy podsumowaniu i postawieniu pytari. W rozdzialach si6dmym i

lZ artykulu [16] pochodzq rozdzialy 3,4,5.
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6smym, czyli w dodatkach, zawarte sq dwa interesujEce przyklady: przestrzeni
X w sobie ggstej, regularnej i takiej, ze Co(X) jest przestrzeni4 Baire'a oraz
niedyskretnej przestrzeni nieprzeliczalnej, dla kt6rej Co(X) jest przestrzeniq
dziedzicznie Baire'a.

P r i o r y t e t o w e  w  l e k t u r z e  s q  p u n k t y :  l . I ,  I . 2 ,  1 . 3 , 2 . I , 3 . 1 , 3 . 2 , 3 . 3 ,  4 ,  5 .
Gl6wne twierdzenie to twierdzenie 7, sformulowane w punkcie 3.3. Dodatkowe
uwagi, komentarze i przyklady zawierajE punkty: 1.4, 1.5, 2.2, 6.1-6.5 oraz
rodzialy 7 i 8.

W6r5d dodatk6w na szczegdln4 uwagQ zaslugujq: twierdzenie Lutzera-
McCoya (2.2), przyklad W. Marciszewskiego i J. van Milla (6.1) oraz wyniki
z rcdzial6w 7 i 8. Co do tych ostatnich wydaje sig, ie mogly one wcze5niej
byi znane specjalistom, ale nie potrafilem znalei,t, bezpodrednich odsylaczy w
literaturze.

Uiycie gier topologicznych podyktowane jest moim prze6wiadczeniem o moi-
liwo6ci wyslowienia pewnych technicznych informacji w terminach istnienia
strategii. W naszym przypadku fi l tr otoczeri jest P-fi l trem, wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje struktura kornbinatoryczna zwana drzewem, dysponujqca
odpowiednimi wlasnoSciami (por. z dowodami: tw. 8 oraz tw. 2.1 (pafi , a
przede wszystkim z rysunkiem na str. 16). Powyzsze drzewo moina uzyskai
przez indukcjq, tak jak w pracy [14]; jego pojawienie siq jest tam podyktowane
dowodow4 koniecznoSciq. W mojej pracy drzewo powstaje jako drzewo strategii
w grze A.

Innymi slowy, gry to spos6b na wprowadzenie trudniejszej kombinatoryki
w przystgpny spos6b. Placi sig za to podw6jnq. cenq: gry wymagajE do6i
klopotliwego opisu formalnego (por. pocz4tek rozdzialu 3) i z drugiej strony nie
kazd4 indukcjg da sig przedstawii jako konstrukcjg strategii, totez narzucenie
sobie schematu teorii gier moze powodowai sztuczne zawgienie perspektywy.

I tak, po dodi rozwleklym rozwaieniu wad i zalet mojego podej6cia, czujg
siq upowainiony do przejdcia do czgrici bardziej technicznej.

1.3 Chcialbym w tym rozdziale udokumentowa(, ze przestrzenie kt6re nie sq
metryzowalne w spos6b zupehty, a kt6re sa, dziedzicznie Baire'a, je6li nawet
pojawiajq sig w naturalnych kontekstach, to muszE by6 dodi skomplikowane.

Podstwowym narzgdziern do rozpoznawania dziedzicznej wlasnor{ci Baire'a
jest nastqpujqce, klasyczne

Twierdzenie 1 (Hurewicz[9]) Niech X bpdzie przestrzeniq metrycznq
oirodkowq. Wtedy X jest dziedzicznie Baire'a wtedy i tylko wtedy, gdy Q nie
zanurza sip w X na podzbi6r domknipty.

E.K. van Douwen (1221) oraz G. Debs ([5]) uog6lnil i  powyzsze twierdzenie na
klasg przestrzeni regularnych, spelniajqcych pierwszy aksjomat przeliczalnodci.
Dla tej samej klasy przestrzeni drugi z autor6w udowodnil charakteryzacjg
dziedzicznej wlasnodci Baire'a w terminach istnienia strategii w silnej grze Cho-
quet  ( [5 ] ) .

Poza twierdzeniem Hurewicza, bgdq uiyte trzy inne standardowe fakty:
drugie twierdzenie Hurewicza ([11], tw. 21.18) gloszqce, ze w zbiorze koanality-
cznym, kt6ry nie jest typu G6 istnieje domknigta kopia Q, twierdzenie Suslina
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([11], iw. 14.13) m6wi4re, ze w nieprzeliczalny zbiSr analityczny da sig zanurzyi
zbi6r Cantota oraz twierdzenie Aleksandrowa ([11], tw. 3.11), m<iwiEce, ie pod-
przestrzeri przestrzeni metryzowalnej w spos6b zupelny jest metryzowalna w
spos6b zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzbiorem typu G5.

L.4. Zbi6r Bernsteina. Przestrzeri X jest calkowicie niedoskonala, je6li nie
zawiera niepustego zbioru doskonalego. Przykladem przestrzeni dziedzicznie
Baire'a, kt6ra nie jest metryzowalna w spos6b zupelny jest kazda przestrzer6 X C
IR taka, ze X oraz IR\X sa calkowicie niedoskonale. Przypu6imy, ze Q zanurza sie
na pewien podzbi6r domknigty Y C X. Wtedy dla Z = CIR(y) mamy Z fiX =
Y , a z drugiej strony Z \Y jest nieprzeliczalnq G5 zawartq, w przestrzeni IR \ X.
Z twierdzenie Suslina wynika, ie w kazdq przestrzeri typu G5 nieprzeliczaln4,
zanurza sig zbi6r Cantora, kt6rego obecnorii * R \ X przeczylaby calkowitej
niedoskonalo6ci IR \ X. Na mocy twierdzenia Hurewicza, X jest przestrzeniE
dziedzicznie Baire'a. Przestrzef X nie jest metryzolvalna w spos6b zupelny,
gdyz na mocy twierdzenia Aleksandrowa, musialaby byi podprzestrzeniq, R typu
Ga .

Bernstein podal przyklad przestrzeni X C IR takiej, he X oraz IR \ X sq
calkowicie niedoskonale. Jest to bardzo latwa konstrukcja przez indukcjq poza-
skoriczonq. Zauwazmy, ze zbi6r Bernsteina (og6lniej: podzbi6r przestrzeni pol-
skiej, bqd4cy przestrzenie dziedzicznie Baire'a, kt6ry nie jest typu G5), nie moze
byi zbiorem koanalitycznym ze wzgledu na drugie twierdzenie Hurewicza.

1.5 Grupa zupelna, o6rodkowa. M6wimy, zg podzbi6r A C X w przestrzeni
zupelnej X, ma wlasno66 Baire'a, jeSli ,4 - ULF, gdzie U C X podzbi5r
otwarty, F zl>ior pierwszej kategorii. Wszystkie zbiory borelowskie, a nawet
analityczne, majE wlasnodi Baire'a.

Przypudimy, ze G jest grupq metryzowalnq w spos5b zupelny i odrodkow4,
natomiast H C G jej podgrupq z wlasnodciq Baire'a, gqstq, w G. Wtedy
albo I/ = G, albo Il albo nie jest przestrzeni4 Baire'a (to drugie jest

r5wnowaine temu, 2e 11 jest pierwszej kategorii w sobie). Niech u € G \ //
i  H = UAF dla [/ otwartego i J? pierwszej kategorii w G. Welmy {h"}"eN
odrodek w przestrzeni H oraz U, = hnU , Fn - hnF. Mamy

tU v" l \  ( [*J +) c g
n € N  n € N

Zbi6r [-J,,.^F]. jest pierwszej kategorii w G, czyli zawarty jest w U,eND.,
gdzie Dn sq, domknigte, brzegowe w G. Musi byi U = 0, bowiem ina-
czej [-J,.^ I/" bylby zbiorem otwartym i ggstym w G, a ponadto U,.^ U" \
U,eND, C fI bylby ggstE G5 w G. Z faktu, ze uH n H = 0, ofizymalibyd-
my w G dwie rozlEczne, ggste G5. To przeczy twierdzeniu Baire'a. Zatem
l/ C U,en Dn, gdzie Dn se domknigte i brzegowe w G. Z ggstodci H w G
wynika, ze Dnei Il pozostajq, brzegowe w f/.

Powyzszy przyklad daje sig zastosowai do grupy G = IRNr oraz II = Co (Nr).
Wynika z niego jasno, ze jedli grupa Il ma byi przestrzeni4 Baire'a, to nie moie
byi podzbiorern G z wlasnodciE Baire'a, chyba ie zachodzi r6wnodi H = G
(kt6ra oznacza, 2e F = 2N).
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Rozdzial 2

Fil try

ROZDZIAL 2. FILTRY

2.1- Filtry i P-filtry. Niepustq rodzing f C 
"(N) 

nazywamy filtrem je6li: dla
kazdych A,B €.  Fmamy AnB e F,orazdlakaidego Ae F oraz B c Ntakiego,
ze A c B, mamy B e F. Filtr F jest niegl6wny,iesli zaden zbi6r skoriczony nie
jest jego elementem. Bgdziemy rozpatrywai wyl4cznie filtry niegl6wne.

Filtr I' jest P-filtrem je6li dla kazdego ci4gu ,4, € F, istnieje A € F taki,
ze A C* An dla kazdego n, gdzie A C* B oznacza, ze A \ B jest zbiorem
skoriczonym.

Kazdemu filtrowi F mozna przypisai w spos6b kanoniczny przestrzeri
przeliczalnq z jednym punktem skupienia (por. r.2). przestrzeri tak4 ozna-
czatny Np. Jako zbi6r Np jest r6wna N u {oo}. Na N zadana jest topologia
dyskretna, natomiast otoczenia punktu w nieskonczonodci sq postaci t/ u {oo}
dla t/ e f'.

Na kazdym filtrze F c 
"(N) 

istnieje naturalna topologia, zadana przez
utozsamienie 2(N) z iloczynem kartezjaiskim 2N. w pierwszym rozdziale
zapowiadalem przedstawienie charakteryzacji tych przestrzeni co(Np), kt6re
sq przestrzeniami Baire'a. okaze sig (twierdzenie 2), ze sq to dokladnie te
przestrzenie Cp(Nr), kt6re sq zbudowane na bazie filtru F drugiej kategorii.
W nastgpnym rozdziale przedstawig twierdzenie 7 charakteryzujqce dziedziczna,
wlasnosi Baire'a w terminach filtru F. w ramach przygotowania do dowodu
twierdzenia 7, w dalszej czedci tego rozdzialu wykazg pomocnicze twierdzenie b.
2.2 Paragtaf poriwigcony jest dowodowi nastgpujqcego

Twierdzenie 2 (Lttzer-Mccoy,[12]) cp(N r) jest przestrzeniq Baire'a wte-
dy i tglko wtedy, gdy F jest fltrem drugiej kategorii.

zauwazmy, ie jedli filtr F jest ultrafiltrem to jest drugiej kategorii, a wigc
Co(Nr) jest wtedy przestrzeniq Baire'a.

Przed dowodem bgdq, niezbgdne pewne przygotowania. Dokladniei, bgdzie
przydatna charakteryzacja fi l tr6w drugiej kategorii, udowodniona przez Tala-
granda ( [19] ,  tw.1,  rozdz.L,  sekcja 8) .

Twierdzenie 3 (Talagrand) Niech F c P(N) bpdzie filtrem. wtedy nastppu-
jqce warunki sq r6wnowaine:

1. F jest drugiej kategorii.

2. F nie ma wlasno:(ci Bqire'o.

3. Dla kaidego rosnqcego ciqgu ns ( nr ( ... istnieje A € F taki, ie dls
nieskoiczenie wielu k, A i (np; npall - A.

l. Dla A e F niech fa bpdzie funkciq"fa : N -+N tafrq, ie fa(n) jest r6wne
n * | elementowi zbioru A w naturalnej kolejnoici (taka definicja okreila
funkcjp na calym zbiorze N, gdyz o fltrze F zoloiyli|my, ie jest niegt6wny).
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Wtedg rodzina {f a} nee jest nieograniczonym z g6ry podzbiorem (NN, S*),
gdzie f 1a g oznacza, 2e dla prawie wszystkich n zachodzi f(") S s(").

5. Dla dowolnego ciqgu Pn = |A",x\*ey, takiego, ie Pn sklada sip z ze
zbioriw niepustych zawartych u N, porornl rozlacznych oraz skortczonych,
istnieje rodzina C zbior6w skoriczonych, taka, 2e lC n Pnl = I, oraz
,4 : (N \ U C) nale2y do F.

Bgdziemy korzystai z r6wnowaino6ci pierwszego, trzeciego oraz ostatniego
warunku. R6wnowaznodci 3 = 4:5, mimo, ze wyglqdai4 do6i technicznie, sq
bardzo latwe.

Dow6d twierdzenia 2. Niech .F bpdzie filtrem II kategorii. Welmy
rodzing zbior6w otwartych, ggstych {t/"},eN, U" C Cp(Nr,). Udowodnimy, ie

0,.^ U, f 0 (przestrzeri Co(Np) jest grup4 odrodkowq, a w tej klasie przestrzeni
z powyzszego warunku wynika, ze przesftzei jest Baire'a).

Indukcyjnie bgdziemy konstruowali dla s € N<N \ {0} zbiory otwarte V"
w Co(Np), n, liczby naturalne oraz I" ci4gi odcink6w otwartych IR, postaci

/ ,  =  ( 1 , ( 0 ) , . . .  I , ( n ,  -  1 ) , 1 , ( * ) ) .

Idea dowodu przedstawia sip nastgpuj4co: dla z € NN bqdziemy mieli

Vzl(n+t) C Un oraz (Cl6'"1-1(%t"))"en - ciEg zstgpujqcy, kt6rego przecigcie
jest jednopunktowe, r6wne {r"}. Pruy pomocy twierdzenia Talagranda wybie-

rzemy z € NN takie, by r" zbiegal wzglgdem filtru.F; na mocy konstrukcji to
juz zapewni , ze x" € [l"e n U".

Dla danej  l iczby n oraz c i4gu 1= ( / (0) , . . .1("  -  1) , / (oo))  odcink6w ot-
wartych IR, oznaczamy U(n,I) = {x € Cp(Nr) : x; e I(i) dla f ( n oraz i =

oo). Jedli nie jest zaznaczone inaczej, bgdziemy rozpatrywai domknigcia w
przestrzeni Co(Nr). Na przestrzetti pNu{oo} rozpatrujemy metrykg zupeln4.
Na podprzestrzeni Co(Nr) wybieramy metrykg od,ziedziczonE z IR.Nui-].

Indukcjg zaczy\amy od (0) € N<N. Niech fi101 bgdzie tak duze i niech Qoy
bgdzie tak dobranym ciqgiem odcink6w otwartych, by Ttol - {, t lro - t-l <

1) n t/(n1o1,4ol) bvt zbiorem niepustym oraz Vpl C Ue. Ciq,g odcink6w Qo1
oraz odpowiedni4 liczbq fi1oy da sig wybrai na mocy ggstodci i otwartodci [/0.

Wybieramy teraz n1o1 > fi1oy i ciqg odcink5w 11sy takie, by

0 +Vt  \  nU0\qAi l  C (o1ot / r .  Dla formalnej  wygody przy jmujem1 no = 0 '

Przypu6imy, ie mamy juz skonstruowane Vrnp, Irnp nrnp. Przeprowadzimy
konstrukcjg dla sn(A+ 1), bardzo podobnq do konstrukcji w kroku (0).

Niech fi".17,1r) ) n"ns bedzie tak duie i niech f,"1t+r) bedzig tak dobranym
ciqgiem odcink5w otwartych, by

% ^ 1 r 1 r ;  -  
{ r t l r n - r * f  a  

*  
d l a n "  4  n 3 n , n 1 , } r 1 L r ( f i , . 1 r a r ; , i . 1 0 + r ; )

byl zbiorem niepustym oraz V,n1*at) C Ul"l, diam(7,"1r,1ty) < 6fo, tr"1pa4 C

Wybieramy nsn(,b*1) ) f i,n1*1r; i ciqg odcink6w dn1*4r; takie, by

0 f  V,"11,ay1f l  [ / (n,"1*1r; ,  1,"1*1ry) C %"1*1r;  O U;, ;+r

vr.
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Przypu6drny, 2e mamy skonstruwane Vr, Ir,no. Wykonamy konstrukciq dla
c iEgu sn0.  Niech Vr"e =VsnU(nr , I r ) .  Znajdujemy teraz nr .s  oraz / r .s  tak ie,
by dla V = Vsno A U (n"ns, Ir"s) zachodzilo

V  CV,no  f l  U ; , ; a r

oraz diam(V) < Ffo To koriczy indukcjg.

Niech,4. r ,1,  -  ( r " "* ;nr" (*+r) ]  i  n iech P,  -  
{Ar ,p}*eN. Na mocy twierdzenia

Talagranda, punkt 5, istnieje selektor C rodziny P", taki, ie N\ l)C e f .
Dla n € N zdefiniujemy indukcyjnie t, € N(N, t, C tn+t Niech to = 0.

Przypudcmy, ze mamy t,. Wiemy, i,e CnPt^ = {Ar^,*}. Zadajemytn+r =
t IG + 1) .  Wiemy,  ze A = N \  U"eN At . , t .a1(n) , - t jest  e iementem f i l t ru  F.

Na mocy konstrukcj i  0  +W CV..Wobec tego,  z  zupelnodci  pNu{rc} ,
istnieje c € fl,eN Cln*"r-r(V,,). Rozumowanie bgdzie zakofczone, je6li
pokaz.emy, 

.!.", e Co(Nr,), g|yz z tego juz wyniknie, ze x e fl,eNU,. Fak-
tycznie, je6li o € Cp(Np), to dla kaidego n € N, r € V*, gdyz

c € ClmN'r- t (V^+,)  n Cp(NF) = V, .* ,

a jednoczerinieV*, C V^. Pozostaje zairwazyl, i,e clla n ) 0 zachodzi V_ C
Un- r .

- Chcemy zatem sprawdzii, ze x e Co(Ni"), czyli,ze dla kazdego A > 0, zbi6r
{n: lcn - o-l ( f } jest elementem fi l lru J7. Ustalamy k.

Welmy m € A,m ) 0. Wiemy, ze istnieje / € N, takie, ze rn e (ns,;nt,*,f .
Wiemy takze, ze a € Cl6nu1-t(Vt,+,), a zatem lr- - r*l < -h < *, gdy,
nier5wnodi wymagana w definicji V1a, zachowuje sig jako nier6wriod6 nieostra,
takze po domknigc iu w przestrzeni  RNU{@}.  Stqd A \  i0 , . . . f r  -  1}  C {n :
l r n - r * l  < * ] .
Pozostaje wykazad, ze je6li .F jest pierwszej kategorii to przestrzeri cp(Nr)
nie jest przestrzeniE Baire'a. Skorzystarny tu z 3 punktu charakteryzacji rala-
granda. Niech ns ( nr ( ... bgdzie rosnEcym ci4giem liczb naturalnych, takim,
ze d la kazdego A € F d la prawie wszystk ich & € N mamy An(n1, ;n*+l#0.

Niech Ur - 
{c e Co(Ni") : lx; - a-l ) I dla n6 < i < n111} i niech

W* - 
Un>xUn. Zbior W* okazuje sig otwarty i ggsty. Jednoczednie, iedli

c € l.)*ewWp, to istnieje nieskoriczenie wiele & takich, ze dla i € (n1,;n1,al
zachodzi lrt - r*l > 1. Wtedy jednak A = {n ,lr, - r-l ( 1} nie naleiy do
F .  Z

W istocie mozna udowodnii duzo o96lniejszE charakteryzacjg:

Twierdzenie 4 (Pytkeev [l8],Tkachuk [20],van Douwen l2rl) Niech X bpdzie
przestrzeniq regularnq. wtedy przestrzefi Cr(X) jest przestrzeniq Baire'a wtedg
i tylko wtedy, gdy z ko2dego ciqgu An rozlqcznych, skortczonych podzbior6w X,
moina wybrad podciqg An* silnie dyskretny, to znaczy taki, ie istnieje rodzina
dyskretna Unr zbior6w otwartych w X, An, ( Un*.

charakteryzacja powyisza jest optymalnym, oczekiwanym rezultatem * cp-
teorii. calq niniejszq praca moZ'a potraktowai jako kroki czynione po to, ty
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udowodnid analogiczne twierdzenie dla dziedzicznej wlasnorici Baire'a. Niestety,
taka charakteryzacja jeszcze nie zostala udowodniona (por6wnaj z problemem
6.4 ) .

2.3 Ponizej przedstawione jest twierdzenie stanowiqce element w dowodzie
twierdzenia 7, charakteryzujqcego dziedzicznq wlasnoSd Baire'a dla Co(Np) w
terminach filtru f'.

Twierdzenie 5 (Marciszewski,[1a]) Jeili fltr F nie jest P-fltrem, to ist-
nieje domknipte wloienie Q w filtr F.

Warto zauwazyt, ie na mocy twierdzenia 7, F nie jest P-filtrem II kategorii
wtedy i tylko wtedy, gdy Q wklada sig w filtr F na podzbi6r domknigty.

Dow6d. Skoro F nie jest P-filtrem, to istniej4 ,4, nieskoriczone, rozlqczne i
tak ie,2e UreNA'= N oraz d la kazdego &,  Ur>* A,  e F,  a le n ie is tn ie je Ae F
taki, 2e An A. jest zbiorem skoriczonym d.la kazdego n.

Zauwazmy,ze istnieje bijekcja b : N -r N x N taka, ie b(A") = {(n,k) : k e
N]. Bijekcja D indukuje homeomorfizm 3 : 2N -+ 2N"N; homemorfizm 6 przeno"i
F' na filtr z nim homemorficzny. Mozerny zatem przyjqi dla uproszczenia, ze
P a 2NxN oraz An = {(r, k) : ft e N}.

Wskaiemy kopig zbioru Cantora C tak4, ze C n.F bgdzie homeomorficzne z
liczbami wymiernymi, traktowanymi tu jako rodzina ciqgdw w zbiorze Cantora,
kt6re od pewnego miejsca sq. r6wne zero.

Dla,4 e 2N definiu;emy funkcjg "fa :N -+ NU {oo} wzorem /a(n) = {oo,
jedli zbi6r A ma co najwyzej n element6w, natomiast jedli A ma wigcej niz n
element6w to zadajemy /a (n) r6wne n * I elernentowi A w naturalnej kolejno6ci
(podobna funkcja byla uiyta w sformulowaniu czwartego punktu twierdzenia 3).

Ostatecznie definiujemy Ua = {(n,k) e N x N : & < f"(")}. Przeksztalcenie
A -+ Ue jest poszukiwanym wlozeniem zbioru Cantora. D
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Rozdzial 3

Gry

W tym rozdziale przedstawiam pewne fakty z teorii gier. W koricu rozdzialu,
w punkcie 3.3, podajg sformulowanie gl6wnego wyniku pracy. Jako krok w
dowodzie gl6wnego twierdzenia, om6wione zostanie twierdzenie, kt6re charak-
teryzuje przestrzenie metryczne o6rodkowe, bgd4ce przestrzeniami dziedzicznie
Baire'a. Okaze sig, ie dokladnie dla tych przestrzeni nie istnieje strategia dla
pierwszego z graczy w silnej grze Choquet I(X). Podobne charakteryzacje
moina podac dla innych wlasnodci topologicznych, w tym dla wlasno6ci Baire'a.
Oryginalny dow6d twierdzenia Lutzera-McCoy'a (tw. 2) zostal przeprowadzony
przy pomocy odpowiednio dobranej gry.

3.1 Ustalamy przestrzeri X. W'silnej grze Choquet f(X) graczl, w pierwszym
ruchu, wybiera zbi6r otwarty Uo C X oraz xo € Uo. Gracz II odpowiada,
wybierajqc zbi5r otwarty Vo taki, heVo CUg oraz xo €Vo. W nastgpny kroku
gracz I wybiera zbi6r otwarty Ut C Vs oraz punkt c1 € Ut, a gracz II zbi6t
otwarty Vr C Ur taki, 2e nr € Vt.

Og6lnie, gracz I wybiera Un+t C h oraz punkt r'11 € Un+r, a gracz II
odpowiada przez wyb6r Vn+r C [/r11, takiego, ze xn1y € V"+t.

Gracz I zwycipLa w rozgrywce, jedli [l Un = 0, natomiast gracz lI zwycigha,
j ed l i f lU"+0 .

M6wimy, Le gracz I rna strategig wygrywajqc4 w silnej grze Choquet
f(X), je6li istnieje zbi6r 5 skladaj4cy siq ze skoriczonych ci4g6w postaci
( ( U o ,  r o ) ,  V o , ( U r , n r ) , V r , . . . , ( U n , c ' ) )  l u b  ( ( t / 0 ,  s o ) ,  V o , . . . , ( U n , t n ) , I / " ) ,  k t 6 r y
jest drzewem (tzn. jedli ciqgo € S to odcinek poczqtkowy o takhe nalezy do S)
oraz dla S spelnione sq zasady:

I. Kazda galqi drzewa.S (czyli nieskoriczony ciqg
((I/o, ro), Vo,. . . (Un, nn),Vn, . . .) taki, i,e kazdy odcinek poczqtkowy jest

w S) jest rozgrywkq, zgodn4 z regulami f (X) i co wigcej, graczl wygrywa
tak4 rozgrywkg.

2. Kazda, dopuszczona przez reguly zagrywka gracza II jest uwzglgdniona w
drzewie S.

3. Na zagrywkg gracza II, gracz I ma dokladnie jednq odpowiedl; istnieje
dokladnie jedna zagrywka gracza I, rozpoczynajqca grg.

Podsumowuj4c, strategia wygrywajqca to schemat, kt6ry pozwala wygrywa6
wszystkie rozgrywki, niezaleinie od tego, jak dobrze gra przeciwnik.

Nie bgde poslugiwal siq strategiE dla gracza II, totez pragnQ jedynie zasyg-
nalizowai, he powy|szq definicjq moina przerobii tak, by dotyczyla gracza II.
Ponadto, zgodnie z twierdzeniem Choquet ([11], tw. 8.18), jedli przestrzei, X
jest regularna oraz spelnia drugi aksjomat przeliczalnodci i gracz II ma stategig
wygrywajqcq w silnej grze Choquet f(X) to przestrzeri X jest polska. Zatem
twierdzenie Choquet, wraz z nizej cytowanym twierdzeniem Debsa przekonuje,
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ie dla zbioru Bernsteina X (czyli przestrzeni X z przykladu 1.4) gra l(X) nie
jest zdeterminowana (to znaczy, zaden z graczy nie posiada strategii wygry-
wajqcej).

Oto, jak moina na rysunku przedstawid strategig dla gracza I w I(X) (by
uniknq,i wprowadzania nowych oznaczert, zaznaczylem poczqtek tylko jednej, z
wielu mozliwych rozgrywek):

Poniisze twierdzenie bgdzie przydatne przy dowodzie twierdzenia 7.

Twierdzenie 6 (Debs, l5)) Dla danej przestrzeni X metrycznej oirodkowej,
gracz I nie ma strategii wygrywajqcej w grze f (X) wtedy i tylko wtedy, gdy
przestrzed X jest przestrzeniq dziedzicznie Boire'a.

Warto zatwazyt,, ze Debs udowodnil nieco og5lniejszy wynik. Mianowicie,
o X zaklada siq w [5] jedynie tyle, ze X jest regularna oraz spelnia pierwszy
aksjomat przeliczalno6ci.

Dow6d. Udowodnimy tylko jednq z implikacji, tE kt6ra bgdzie przydatna w
dalszym ciqgu. Przypu6imy, ze przestrzefi. X nie jest przestrzeniq dziedzicznie
Baire'a. Wykaiemy, ze istnieje wtedy strategia wygrywaj4ca dla pierwszego
gracza w grze I(X).

Faktycznie, zgodnie z twierdzeniem Hurewicza (tw. 1), istnieje wloienie Q
na podzbi6r domknigty A w X. Numerujemy elementy zbioru ,4 = {a'} 'en.
Przyjmijmy oznacznie: dla danego zbioru Y C X, N"(y) - 

{, € X : d(o,Y) <
r ] .

Gracz I postgpuje wedlug nastqpujqcej metodyki: w pierwszym kroku
wybiera [/6 otwarte, dowolne otoczenie a1 takie, ze as ( Uo, Uo C Nl(A) .
PrzypuSimy, ie zbudowalidmy jui drzewo strategii gracza I do poziomu n - 1i
to tak, by dla pary ([/,-r, rn-r), stanowi4cej ostatni zdefiniowany ruch gracza
I zachodzilot xn-r = ako-r dla pewnego kn-1, oto.z ax ( Un-t dla & < /c"-1.

Welmy V, zagranie gracza II zgodne z regulami f(X); wtedy ak^-, € V.
Niech &, - min{& i a* € V, k > kn-1} oraz Un, otoczenie ap. takie, ze:
ak.-\ e un i un c N"+- (A) nv. Definiujemy xn = dko.

Widzimy,  ie  d la tak zdef in iowanej  galgz i  ( ( t /s ,  ro) ,Vo,(Ut , r r ) ,V1, . . . )  z  jed-

nej strony [l".xU" C A, a z drugiej dla dowolnego n € N, o, € Un. Zatem

f l "enU"=0 'L

T
. T
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3.2 Weimy filtr F C 2(N). W grze A(,P) gracz I wybiera w pierwszym ruchu
zbi6r So € .F* = {A: N\/ € ,F}. Gracz II odpowiada, wybierajqc Tszbi6r
skoriczony, tozlqczny z Ss;je6li 0 / So to gracz II musi wybrai ?6 tak, by 0 € ?0.

Je6li wykonane zostalo n - 1 krok6w to w kroku n gracz I wybiera zbi6r
Sn € F* rozlqczny z Rn = So U?o U... U S'-r U flr-1, natomiast gracz II
wybiera zbi6r skoriczony 7} rozlq,czny z RnU Sn.

Gracz I zwycigLa w rozgrywce, jedli !,.5 T" e F . Identycznie, jak w przy-
padku silnej gry Choquet m6wimy, ze gracz I rna strategig wygrywajqcq w
grze A(F), jedli istnieje drzewo S skladajqce sig ze skoriczonych ci4g6w postaci
(So ,7o , . . . ,S , , " " )  l ub  (So ,?0 , . . . . 9 " )  o raz  spe ln ione  sE  zasady :

1. Kazda gal4i, drzewa S jest rozgrywkq zgodn4 z regulami A(F) i co wigcej,
gracz I wygrywa tak4 rozgrywkg.

2. Kazda, dopuszczona przez reguly zagrywka gracza II jest uwzglgdniona w
drzewie S.

3. Na zagrywkq gracza II, gracz I rna dokladnie jednE odpowiedi; istnieje
dokladnie jedna zagrywka gracza I, rozpoczynajqca grg.

3.3 Mozemy wreszcie sformulowai gl6wny wynik pracy:

Twierdzenie 7 Niech F bpdzie fltrem. Wtedy nastppujqce warunki sq r6wno-
waine:

1. F nie jest P-filtrem drugiej kategorii.

2. Q wklada sip w F na podzbi6r domknipty.

9. Cp(Nr,) nie jest przestrzeniq dziedzicznie Baire'a.

y'. Gracz I ma strategig wygrywajqcq w grze f(Cp(NF)).

5. Gracz I ma strategip wygrywajqcq w grze A(F).

Analogiczne twierdzenie, w kt6rym o F zaklada sig, ze jest ultrafi ltrem nie
bqdqcym P-fi ltrem, zostalo udowodnione w pracy Gulki i Sokolova ([8]).

Dow6d. Implikacja 1 + 2 jest trericiq twierdzenia 5. Implikacja2 + 3 wynika
z faktu, ie F wklada sig Co(Np) na podzbi6r domknipty przez odwzorowanie
A -+ XN\a. Implikacja 3 + 4 wynika z twierdzenia 6.

Implikacja 4 + 5 jest tredciq twierdzenia, kt6re bgdzie udowodnione w
nastgpnym rozdziale. Twierdzenie 8 z rozdzialu 5 dowodzi implikacji 5 + 1.!
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Rozdzial 4

Od gry Choquet r(%(X")) do gry A(r)

Wykazemy, ze jedli istnieje strategia wygrywaj4ca dla gracza I w silnej grze
Choquet f (Cp(Nr)), to istnieje strategia wygrywaj4ca dla gracza I w grze A(f' ).
Dow6d. Ustalamy *_B)ul-] metrykg zupelnq; na Co(Np) rozpatrujemy me-
trykq indukowane z IRNU{-}.

Niech S bgdzie strategi4 gracza I w grze f(Co(Nr)). Przy pomocy S
nauczymy gracza I, jak wygrywai w A(f'). Zgodnie ze strategiq S gracz I
rozpoczyna grq od zagrywki (Uo,ro). Zadajemy pierwszy ruch gracza I w
A(F) jako Ss = {n : lcfl - rl l  > 1}. Dalej bgdziemy postgpowai wedlug
nastgpujqcego algorytmu:

1. Interpretujemy zagrywkg 7 gracza II w A(f') jako ruch V gracza II w grze
r(Co(Nr,)).

2. Znajdujemy odpowiedi, (U,x) gracza I na ruch V w f (Co(Np)).

3. Tlumaczymy ([/,c) na odpowiedi, S gracza I na wczeSniejszy ruch T gracza
I I .

Przypudimy, ze wykonalidmy wedlug tej procedury n ruch6w i w grze
f(Cp(NI')) mamy

I (Us, xo)

I I

i odpowiednio w grze A(F)

(Un ,  r " )

q
u nSe

I I

Przypu66my, ze w takiej pozycji gracz II w A(F.) zagrywa fl". Wybieramy
V,, otwarte, niepuste, diam(V") < #, V, C U. oraz W C {z : lrr - ,i l <
;f, dla k e-r. u {*}}.

Ruch Z" jest legalnym posunigciem gracza II, totez zgodnie z regulq 2 w
definicji strategii S, istnieje (Un+t,e"+1) odpowiedr4 gracza I.

Zadajemy $*, : {m : lc\+l - 
"Stl 

t #} \ (Uu." S* U T*). Na tym
koriczymy indukcyjnq definicjg strategii dla gracza I w grz? A(F).

Pozostaje sprawdzii, ie [J"6ry ?, ( F. Przypudimy przeciwnie, ze
U,,.^ 4, € F. Wykaiemy, ze gracz I przegrywalby wtedy w grze f (Co(Np)) roz-
grywanej zgodnie ze strategi4 wygrywaj4c4 dla I, a dokladniej, ie l-l,e n U" + 0.
Z zupelnodci przestrzeni pNu{rc} wynika, ze istnieje o € [-]reNClmrrr-l(V").
Sprawdzimy, ze x bylaby funkcjq ci4gl4 w sensie topologii NF (to bgdzie oz-
naczalo, ze dla kazdego n € N zachodzi x e (Jn, gdyz x € Cl6Nr1-1(%) n
Co(Nr )  =E  c  U , ) .
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DIa danego e ) 0, niech ks bgdzie takie, ze 1;h < ;. Niech & ) &0.

Welmy n€T* .  Z  fak tu ,ze  x  €  C l6nu1-1  ( l /L )  wyn ika ,ze lxn  - t l l  <  f i  o ru"

lt- - tll < #, sdy, nier6wnodi w definicji V, przenosi sig na domkniqcie
jako nier6wnodi'nieostra. Z drugiej strony n Q Sx U U-.*(S- IJT^), zatem

lrh - r\l S # Doszlidmy wigc do nier6wnoSci

lrn - r*l ( 1", - rf,l+ l*l - r\l + lrl" - r-l S fr . .

kt6ra dowodzilaby, z" Ur>*o T* C {n : lxn-x*l < .}. Jednoczednie [-lut*o ?* €
F, a zatem o byloby ciqgTe.tr
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Rozdz\al 5

Gra A(F) i P-filtry

Tledciq, tego rozdzialu jest dow6d nastgpujqcego

Twierdzenie I Istnienie strategii dla gracza I w grze L,(F\ gwarantuje, ie F
nie jest P-fltrem drugiej kategorii.

Dow6d. Przypu6imy, ze F jest P-filtrem oraz, ze gracz I ma S - strategig
wygrywaj4ce w grze A(.F). Wykaiemy, ie filtr F' musi byi pierwszej kategorii.

Rozpoczniemy od ponumerowania czgdci wierzcholk6w drzewa S ciq,gami
s € N<N. Faktycznie, cal4 strategig S moiemy wyobrazai sobie jako drzewo
indeksowane ciqgami s € N<N, w kt6rym kaidy z wierzcholk6w S" (zagrania
gracza I) ma przeliczalnie wiele nastgpnik6w [., (zagrania gracza II), a kaidy z
wierzcholk6w 7" ma dokladnie jedno przedluzenie S". My bgdziemy numerowali
tylko cz96i rozgrywek odpowiadaj4cych strategii S; wyb6r bgdzie dokonany po
to, by dla dowolnego z e NN zachodzilo .96 U Un>oT"ln U &1, = N.

I ' l

I
{ o o y Q o r y  T 1 o r 1 ? ( r r y " ' T6oy ?:64

Wierzcholek 56 to pierwsze zagranie Eracza I. Jedli 0 e 56 to jego nastgpniki

{"1 to wszystkie mozliwe zagrania gracza II w odpowiedzi na,So;je6li 0 ( Sg
to Q"1 to wszystkie moiliwe zagrania gracza II, w kt6rych wystgpuje 0. Dalej
S1"1 to ruch gracza I w odpowiedzinaT6y.

Odpowiednio dla s € N-, je6li m € R" - So U Uoc*<-(2,1* U,S,gr) to ?,""
to wszystkie moiliwe zagrania gracza II w odpowiedzi na ,Sr, natomiast jedli
m e R" to T"nn to wszystkie mozliwe zagrania gracza II w odpowiedzi na S, w
kt6rych wystgpuje m.

Skoro F jest P-filtrem oraz S, € F* = {A C N : N \ A e F}, to istnieje
zbi6r.9 € F* taki, ze dla kazdego E € N<N zbi6r A, =,9" \.9 jest skoriczony.

Kluczowe w niniejszym dowodzie jest zdefiniowanie zbior6w brzegowych,
domknigtych, kt6rych suma pokryje F. I tak przyjmujemy dla s € N<N

H" = {AC N :  d la kaidego n € N,4 n A,""  I  0}

Ustalamy s € N-. Zauwazmy, ze H, jest domknigte. Ponadto ly'"
nigdzieggste, gdyz zbi6r ggsty fin = {,4 : ,4 jest zbiorem skoriczonym}

jest
jest
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rozlqcz,rry z H,. Weimy bowiem .4e fin i niech l/ = (Uo<*<*(S,l* U""t*) U

So u &) oru, A - (,4 u {-}) \ W. Wtedy ,4 jest dozwolonym zagraniem
gracza- II w odpowiedzi na S, i co wigcej, zgodnie z przyjqtq numeracj4 ist-
nieje n takie, ze A = T,nn. Reguly gry A(.F) zapewniajq, ie odpowiedi S"nn
jest rozlq,czna z wczedniejszymi zagraniami, czyli z W U A. Ponadto ,4.r^'
zostalo zdefiniowane jako podzbi6r ^9".r, a z drugiej strony A C W U A. Zatem

An A," ,  C (W UA) O S' " "  = 0 i  A 4.  H" .
Sprawdzimy teraz, ze F C [-fr.p<"]Ir. Niech A c N. Przypudimy, ie

A / H 
" 

dla kazdego s € N<N. Wtedy istnieje z € NN taki, ze dla kaidego n € N

A f i A " 6 = 0 .  Z a t e m

,4  c  (U ? , r " )u .9
n ) 0

poniewaz U"en(S,1"  \  A, t " )  C S oraz So U U,ro(& 6 UT4^)  = N.  To jednak

oznacza, ze A S F, jedli bowiem A e F, to takze,4 \S € F, az drugiej strony
A \ S C Un>oT"ln 

- wtedy gracz II wygrywalby rozgrywkq odpowiadajqcq
galpzi z, a to przeczyloby zalozeniu, ze S jest strategiq wygrywajqpE dla gracza

I . !
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Rozdzial 6

Wnioski i problemy

6.1 Przy pomocy rozumowania r6wnoleglego do dowodu twierdzenia 7, przy jed-
noczesnym uiyciu aparatu topologii nieskoriczenie wymiarowej oraz twierdzenia
2, moina wskazai interesujqcy przyklad pary przestrzeni X i Y takich, ie
przestrzenie C;(X) i C;(Y) skladajqce sig z funkcji ci4glych i ograniczonych, sq
homeomorficzne (m6wi sig, ze X i Y,s4 li-r6wnowai,ne), a przestrzenie Co6)
i Cp(Y) nie sq homeomorficzne (X'iY nie sq to-r6wnowazne).

Pierwszy taki przyklad zostal skonstruowany w pracy [13]. Konstrukcja
podana ponizej pochodzi wla6nie Z tej pracy; jej wlasnoSci autorzy sprawdzili
na dwa sposoby, przy czym my wybierzemy ten z nich, kt6ry prowadzi przez
twierdzenie 7.

Bgdq konieczne pewne przygotowania. Po pierwsze, do zestawu r6wnowaz-
nodci z twierdzenia 7 nalezy dolozyi jeszcze jedn4:

Twierdzenie 9 (Gulko-sokolov [8], Marciszewski ll4l) Niech F bpdzie

fltrem ll-kategorii. Nastppujqce warunki sq r6wnowa2ne:

o F nie jest P-fltrem.

o Cp(Np) zawiera domkniptq kopip oN, gdzie o = {z € IRN : c, =
0 prawie wszpdzie \.

Powyzsze twierdzenie jest podane w pracy W. Marciszewskiego ([14]). We
wczedniejszej pracy Gulki i Sokolova jest slabszy wynik - taki, w kt6rym
w drugim punkcie mowa jest o domknigtym wloieniu a a nie oN. W kon-
strukcj przykladu bgdziemy korzysta6 tylko z istnienia domknigtego wlozenia a
w Co(Np).

Dow6d twierdzenia g. W Swietle twierdzenia 7 do dowodu pozostaje imp-
likacja, ze je6li F nie jest P-fi l trem to istnieje domkniqte wlozenie oN w Co(Np).

Dow6d bgdzie rozbity na dwa kroki. W pierwszym kroku zrekonstruujemy
rozumowanie Gulki i Sokolova z [8] i wskazemy domknipte wlozenie o w Co(Np).
Nastppnie skorzystamy z pomyslu zaczerpniqtego z l4l, polegajqcego na kon-
strukcji wloienia domknigtego Cp(Nr)N w Co(Np).

Krok pierwszy (por. [8], lemat 3). Przyjmiemy bez dowodu prosty fakt,
ze przestrzeri Cp(NF) jest liniowo izomorficzna (ozn.t1) z przestrzeni4 ciqg6w
zbieznych do zera wedlug filtru F, czyli z przestrzeni4

cp  =  { r , € lRN :V r  )  0  {n  :  l c (n ) l  <  r }  e  ,F ' }

Skoro F nie jest P-filtrem, to moZemy wziq(. An C N nieskoriczone, rozlqczne
i  tak ie,  ie  U,eN1,  = N orazl ) r r ,  A* e F i  d lakaidego A e F is tn ie je n tak ie,
ze AC\ -4. jest zbiorern nieskoricTonym. Bez straty og6lnoSci moiemy przyjqi,
ie f i l tr F sklada sig z podzbior6w N x N i uto2samit, An ze zbiorami {(r, fr)}*e N
(por. z dowodem tw. 5).
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Do dowodu kroku pierwszego wystarczy wykaza(,, Le c wklada sig na
podzbi6r domkniqty w cp. Najpierw wskaiemy funkcje h : IRN -+ IRNXN takq,
he h-r(cp) = o, gdzie przestrzeri cr C IRNXN jest zdefiniowana analogicznq,
formulq, jak w przypadku IRN.

Odpowiednie h powstanie jako zloienie dw6ch odwzorowari / i g. Niech
. f , R N * P N x N

f ( x ) ^ * =  {  
D o 5 ' " ' i r <  i ' S *  l x ; o r ; ' " ' c i " l  d l a n  S  &

L U wprzeciwnymprzypadku

Funkcja / gwarantuje, ie jedli x ( o to w kaidej kolumnie pojawi sig element
niezerowy, natomiast jedli c € a, to wszystkie kolumny, poczynajqc od pewnej,
bgdq zerowe.

Dalej niech 9 : IRNxN -1 pNxN

s (x ) , ,n=* ! l c " , r l
rS/.

Funkcja g odpowiada za propagacjg element5w niezerowych: jedli w kolumnie
n byl choi jeden element niezerowy, to od tego miejsca niezerowe bpdq wszystkie;
co wigcej l im;.*-g(r)n,/c = oo.

Ostatecznie funkcja ft : IRN -+ IRNXN, jest zadana wzorem h = g o /. Dla
notacyjnej wygody przyjmujemy, ze h : IRN -+ RN, przy czym h-r(cr) = o,
gdzie cp C IRN jest przestrzeni4 zdefiniowanq, na pocz4tku dowodu. Przed nami
niewielka modyfikacja funkcji A do funkcji i.

_ Uwaga! Ten fragment powt6rzy sig w argumentacji w kroku drugim. Niech
IR = [-oo, goo], naturalne uzwarcenie liczb rzeczywistych. Zadajemy funkcjg
pomocniczq, zdefiniowanQ na uzwarceniu ( , n^ -+ IR.N wzorem C@)n =
arctan(r,). Nastqpnie bierzemy d = h o (; wtedy |-tkr\ ft IRN = a. Juz
jest niemal dobrze, to znaczy obraz o jest domknigtym podzbiorem cp.

Pozostaje jeszcze problem r6inowarto6ciowodci. Bierzemy A e F taki, ze
B = N \ A jest zbiorem nieskoriczonyn-r. Funkcjp / bgdzieniy traktowai jako

funkcjg w cplA C Ro, czyli jako oryginaln4 funkcjg zlozonEz rzutowaniem na

.4,  natorn iast  td f f i :  'R^ -+ R'ornu.ru natura lny izomorf izm R* oru,  R' .
Zadajemy

fr , n^ -+ IRN = Ro * lR-B, fr = 4 a iaffi)
Zauwazamy, ze x € IRN jest ciqgla wtedy i tylko wtedy, gdy r1l jest ciqgla, a
zatem i-t ("o) = S-r (cq,lA) = o.

Krok drugi (por. [4], stw. 4.1L). Udowodnimy, ze c] wk]ada sig na
podzbi6r domknigty w cp.

-_ Tak, jak w argumentacji w kroku pierwszym wskaiemy funkcjg / : (IRN)N -r
IRN tak4,  ze f - t  (cp)  = c$.

Niech / : (lRn;N -+ RN bedzie zadane wzorem

f(r)^=D.r-*+*
k € N  

' r r *
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gdzie x € (RN)N zapisujemy jako ((r,,3),eN)ren = (xn,*)n,*e^. Sprawdzimy, ie
dla funkcji f zachodzi r6wno6i f 

-1(ce) - cpN.
Przypudimy, ze r I c\. To znaczy, ze istnieje wsp6lrzgdna k taka, Le

(cr,,*)ra^ nie jest elementem cp. Istnieje zatem taka dodatnia Liczba rzeczy-
wista r, ire B -- 

{n : lr",;,1 ( r} nie jest elementem ,F. Niech F - 2-k#.
Welmy 

\raz 

n € N \ B. Zachodzi nier6wnoii,

I @ ) ^ > ' - * - l r ? ' * l  ' > iI  *  l r " , r l  
-

gdyz funkcja d; j"rt rosnqca dla liczb dodatnich. Zatem {n : lf (x)"1 < ii jest
podzbiorem B i tym samym nie jest elementem filtru F.

Przypud6my, ie x Ec$. Xiech r > 0 i niech As bgdzie takie, ze [oroo 2-x I
! .  Wiemy, ze istniejq,  zbiory Ao,. . .Axo € F takie, ze dla kaidego 0 <-& < k0
oraz n € Ax zachodzi xn;, < h. Wynika z tego, ie dla n € AsO ... O.47,o
zachodzi nier6wnodi:

r(,)^ <I ,--#Th *is) t,"*t+ i S k,+k"+; <,

kt6ra dowodzi, ze f(x) e cp.
By otrzymai wloZenie domknigte, pozostaje nieco zmodyfikowac funkcje /

- dokladnie tak, jak w koricu dowodu kroku pierwszego. !

W dalszej argumentacji bgdzie nam potrzebny fakt,2e dla 5 = {} : n €
N \ t0]) U {0}, mamy Cp(S) = oN. Fakt ten jest gl6wnym twierdzeniem pracy

[6] i przyjmiemy go bez dowodu.

KonstrukcjaNiech F bgdzie ultrafi ltrem, kt5ry nie jest P-fi l trem i niech X =
N x N p , Y = X @ S .

Z jednej strony Co6) = f]neNCo(Nr). Z twierdzenia 2 wiemy, ze
przestrzef Co(Nr') jest przestrzeniq Baire'a. Wiadomo tez, ze przeliczalny pro-
dukt metrycznych, o6rodkowych przestrzeni Baire'a jest przestrzeniE Baire'a
(Oxtoby [17], a co wigcej Pytkeev w [t8], udowodnil przy pomocy tw. 4,
ze dla dowolnej rodziny {Xn};er takich, i,e Co(X;) sE przestrzeniami Baire'a,

fIrr, Co(Xt) jest przestrzeniq. Baire'a). Zatem CoV) jest przestrzeniq Baire'a,
natomiast Cr(Y) = Cp(X) x Co(^9) nie jest, gdyz Cr(S) nie jest przestrzeniq
Baire'a (dzieje sig tak na mocy przykladu 1.5, gdyi Co(S) jest ggstE podgrup4
typu Foo *  PNu{m}) .

Pozostaje wykazai, i;e C)(X) i C;(Y) sq, homeomorficzne. W tym celu
bgde dwukrotnie posilkowal siq wynikami z pracy [l]. Na mocy wniosku2.T z
pracy [1], na to by C;(X) i C;(Y) byly homeomorficzne wystarczy wykaza(.,
ie przestrzenie Cj(X) i C;(Y) wkladajq siq w siebie nawzajem jako pod-
przestrzenie domknigte. Oczywi5cie C;(X) wklada sig w Cj(Y). Z lematu
3.1 z pracy [1] rnamy, ze Co(X) wklada sig na podzbi6r domknigty w C](X).
Zatem na mocy punktu 2 twierdzenia 9 mamy, ie oN wklada sig na dominigty
podzbi6r przestrzeni C;(X). R6wnoczednie ze wzglgdu na zwarto6i ,9 mamy, ie
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Cp(S) = q(fl. Stad Cj(y) = C;(X) x oN, a ta ostatnia przestrzeri wklada
sis na podzbi6r domnkisty w Ci6) x C|(X) = C;(X).D

6.2 Nasuwa sig naturalne pytanie o egzystencjalny status P-filtr6w II kategorii,
w szczeg6lnodci ultrafiltr6w, kt6re sq P-filtrami (te ostatnie nazywane se P-
punktami). Jeden z rezultat6w orzeka (Shelah, [2], tw. 4.4.7), ze Con(ZFC) -+

Con(ZFC*nie istniej4 P-punkty).
Z drugiej strony, przy zaloheniu hipotezy continuum (r6wniez przy aksjoma-

cie Martina) P-punkty moina konstruowad ([2], tw. 4.4.5).
Problem istnienia w ZFC P-filtr6w II kategorii wydaje sig byi otwarty;

wdr6d wynik6w tyczqcych sip tego problemu jest konstrukcja przedstawiona
w [2] (tw. 4.4.L3) przy dodatkowym zalozeniu, ie cof([O]<N') = o. Dow6d
powyzszego twierdzenia polega na indukcyjnym wyborze 0 generator6w dla fil-
tru F. Wiadomo jednak ([2], tw. 4.4.22), ze bez sprzeczno6ci moina przyjq(.,
ii wszystkie P-filtry drugiej kategorii generowane sq przez wigcej niz O genera-
to16w.

W. Marciszewski wykazal ([14]), ie jedli istnieje przestrzeri X przeliczalna,
regularna, nie dyskretna i taka, ze Cr(X) jest przestrzeniq dziedzicznie Baire'a,
to istnieje P-fi l tr drugiej kategorii. Okazuje sig, ie bez dodatkowych zalozeri
mnogodciowych mozna podai przyklad przestrzeni X mocy a,l i takiej, ze Cr(X)
jest przestrzeniq dziedzicznie Baire'a. Stosowna konstrukcja jest zamieszczona
w dodatku o X-iloczynie.

6.3 WSr6d r6wnowaznych warunk6w w twierdzeniu 7 moina wskazai jeszcze
jeden, zaproponowany w pracy [3]. Niech 1{(X) oznacza rodzing wszystkich
zbior6w zwartych w X, a F(X) zbi6r wszystkich zbior6w domknigtych. Na
.F(X) moina zadai topologig 11 przez wskazanie zbieznych ciqg6w uogdlnionych:
m6wimy, ie ciqg {Fr}rer jest zbiezny do punktu F, jedli f lrerUB>r FB C F.

Niech V6 - {F e F(X) : F n K = 0}. M6wimy, ie topologiana przestrzeni
X jest zgodna (consonant), jeSli na zbiorze F(X) topologia zadana przez rodzing
12 - {Vya}y€K(x) jest r6wna topologii 1.

Twierdzenie 10 (A. Bouziad, [3]) lfrech F bpdzie fltrem. Wtedy nastppujqce
warunki sa r6wnowa2ne:

Co(Nr) jest przestrzeniq dziedzicznie Baite'a.

W przestrzeni Np uszysffrie zbiory zwarte sq skoficzone oraz topologia na
X jest zgodna.

6.4 Twierdzenie 4 buduje pewne wyobraienie, jak moglaby wyglqdac charak-
teryzacja dziedzicznej wlasnoSci Baire'a przestrzeni CoV) dla X og6lniejszej
postaci, nii Nr. trV pracy [8] postawiony jest

Problern. Wyslowii w terminach X, kiedy Co6) jest przestrzeniq
dziedzicznie Baire'a.

6.5 Przestrzenie Np majq tylko jeden punkt skupienia.
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Problem. Czy istnieje przyklad (niekoniecznie w ZFC) przestrzeni
przeliczalnej, w sobie ggstej, regularnej X takiej, he Co(X) jest
przestrzeni4 dziedzicznie Baire'a ?

W dodatku o topologiach maksymalnych podany jest przyklad X przeliczal-
nej, regularnej, w sobie ggstej i takiej ze Cr(X) jest przestrzeniq Baire'a.
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Rozdzial

Dodatek

ROZDZIAL 7. DODATEK 1: TOPOLOGIE MAKSYMALNE

topologie maksyrnalne

7.1 E.K. van Douwen podal przyklad (3.3, [23]) przestrzeni przeliczalnej, w
sobie ggstej, regularnej X, ktdra jest doskonale niesp6jna, to znaczy dla
kazdego punktu p€ X,  f i l t ro toczer i  Fo = {A C X\  [p l1,  p € Int ( ,4U{p}) }
jest ultrafiltrem. W tej samej pracy moina znalei(, twierdzenie (2.2, l23l), ze
przestrzeri regularna, w sobie gpsta X jest doskonale niesp6jna wtedy i tylko
wtedy, gdy topologia na X jest maksymalna wdr6d wszystkich (nie tylko regu-
larnych!) topologii w sobie gqstych na zbiorue X.

7.2 W kontekricie problemu 6.5 interesujqce moie sig wydai:

Twierdzenie LL Niech X bpdzie przestrzeniq przeliczolnq, regularnq i w sobie
gpstq. Filtr otoczert dh ka2dego p € X jest drugiej kategorii wtedy i tylko wtedy,
gdy Cr(X) jest przestrzeniq Baire'a.

Przy pomocy powyiszego twierdzenia natychmiast moiemy uzyskai

Przyklad przestrzeni X regularnej, w sobie gqstej i takiej, he Co(X) jest
przestrzeniq Baire'a. Odpowiednia jest przestruefi. X z przykladu van Douwena,
gdyz jest ona regularna, w sobie ggsta i taka, ie dla kazdego punktu p € X, filtr
otoczeit -Fo jest ultrafiltrem (a wigc jest drugiej kategorii).tr.

W dowodzie twierdzenia bgdzie przydatny

Lemat Przypu66my, ze X jest przeliczalnq przestrzeniq regularnq i dla
kaidego p e X, filtr otoczert F, jest drugiej kategorii. Dla skoiczonego zbioru
A C X oraz rodziny {A"}"en skortczonych podzbior6w X, parami rozlqcznych i
rozlqcznych z A, istniele:

c  zb i6 rdomkn ip to -o twa r t yU  CX tak i , 2eACU o raz

o n ieskor iczony zbi6r  /  C N tof r i ,  2"  ( lJ ;er  Ai )  nU = (U,€/  4)  f iU = 0.

Przed dowodem lematu odnotujmy fakt, ze regularne przestrzenie przeliczalne
sa zerowvmiarowe.

Dow6d lematu. Niech ,4, {A" }"e N spelniajq zalozenia lematu. Jedli wykaiemy
tezg lematu dla zbioru jednoelementowego ,4, to dla dowolnego ,4 wystarczy,
by6my powtarzali procedurq lAl-krotnie dla kolejnych punkt6w zbioru -4, pod-
stawiaj4c zakahdym razem rodzing {At};et uzyskanq w poprzednim kroku.

Niech wigc A = {a}. Wiemy, ze filtr otoczeri .F. jest drugiej kategorii, a wipc
na mocy twierdzenia Talagranda (tw. 3) punkt 5, istnieje zbi6r nieskoficzony
1 taki, ze lA = (X \ {r}) \ (U,e , A;) e F". Zatem punkt a jest we wngtrzu
zbioru W u {a}. Na mocy zerowymiarowodci przestrzeni X wybieramy zbi6r
U CW U {o} otwarto-domkniqty i  taki ,  ze a €I l .  Wtedy U OU;er A; = A.D

7.3 Dow6d twierdzenia. JeSli istnieje punkt p dla kt6rego filtr otoczeri F jest
pierwszej kategorii, to po utoisarnieniu X \ {p} z N oraz p z @ otrzymujemy,

7

I.:
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ze Cr(X) jest podprzestrzeniE ggstq w przestrzeni Co(Nr), a zatem nie jest
przestrzeniq, Baire'a na mocy twierdzenia Lutzera-McCoy'a (tw. 2).

Przypudimy, ze kazdy punkt p € X ma filtr otoczeri drugiej kategorii.
Bgdziemy sprawdzai, czy Cr(X) jest przestrzeni4 Baire'a, poslugujqc sig kry-
terium zawartym w twierdzeniu 4.

Niech ,4, bgdzie ci4giem zbior6w skoriczonych, rozl4cznych. Warunek w
twierd2eniu 4 oznacza dokladnie tyle, ze naleiy znaleit podciqg An^ oraz
otoczenia otwarte U^, An^ C U^ takie, by rodzina {U-}r,en byla dyskretna.
M6wimy wtedy, he z ciEgtt An mozna wybrai podciqg silnie dyskretny.

Bez straty og6lnodci moiemy przyjqt,, ie U,e N An = X. Niech ,4., =

{o3, . . . a[. ] bedzie dowolnq numeracjq, zbioru -4,.

Pierwszy krok indukcji. Przyjmujemy no = 0. Stosujemy lemat do zbioru
As oraz rodziny {/;};erut{o}. Uzyskujemy [/e otwarto-domknigte otoczenie As

oraz nieskori czony zbi6r indeks6w / C N taki, i,e IJg OJrrA = g.

Krok indukcyjny. P rzypuszczamy, ie:

1. skonstruowaliSmy rozlqczne zbiory otwarto-domknigte Uo,...U* oraz
wybral i6rny indeksy not . . .n^ tak,  ze A, ,  C t / i  d la i  1rn,

2. zachodzi Ur<,- At CUi<*U; oraz

3. istnieje nieskoriczony zbi6r indeks6w / C N taki, i"Un<^U;OUier At = 0.

Bierzemy 1 C N taki, iak w trzecim punkcie zalozenia indukcyjnego i n^11 -

min (1) .

Stosujemy lemat do zbioru f = U,S"* u,, Ai oraz rodziny {Ai}ier\{,*+,}.

Uzyskujemy zbi6r J C l nieskoriczorry oraz0;,otlvarto-domknigte otoczenie

zbioru A. ZAia, (J^+t = 6if l)nr.^U;jest otwarto-domkniqtym otoczeniem
Ar^*r. Wprost z definicji, dla I/--+r jest spelniony pierwszy i drugi warunek
indukcji. Warunek trzeci zachodzi dla nieskoriczego zbioru indeks6w J, gdyz

U y,nUAtc(UanUr,r  u( t ; ;n[Jao; =p
i <m+ l  iEJ  i (m  i e t  i e . J

co koriczy indukcjg.

7.4Zbiory U^ wyczerpujE przestrzei X na mocy warunku U,en An= X oraz
drugiego warunku indukcji. Pokrycie {U-}-eN jest dyskretne, gdyz U^ se
rozlqczne. Zatem ciqg {,4,-}-Es jest silnie dyskretny, gdyi dla kaidego m € N
zachodzi A"* C U* na mocy pierwszego warunku indukcji.tr
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Rozdzial 8

Dodatek 2: X-i loczyn

8.1 Przyklad Niech X = urU {-}. Zadajemy na a,r topologig dyskretnq i jako

filtr otoczeri punktu oo bierzemy te zbiory, kt6rych dopelnienia sq przeliczalne.

Wykazemy, ze Co(X) jest przestrzeniq dziedzicznie Baire'a. Ponizszy argument
zakomunikowal mi R.Pol.

Bgdziemy poslugiwai sig oznaczeniem I = Cp(X). Odnotujmy, ie E sklada
sig z tych o € IR'', kt6re od pewnego miejsca s4 r6wne 0. Definiujemy funkcjg
rc : X ) urt rc(c) = sup{a : x(a) I 0}. M6wimy, he zbi6r A C ar1 jest

domkniqty i nieograniczony jedli jest nieograniczony w {d1 i domkniqty w sensie
topologii porzqdkowej na @1. Dla 7 € c..,1 definiujemy rzutowanie proj., : E -+ D
wzorem projr(c) = x . Xlo;t).

8.2 Lemat Dla pary A,C C E takiej, ie C jest zbiorem domkniptym i brze'
gouym. w A, istnieje zbi6r I C cur, domknipty, nieograniczony i taki,2e dla

kaidego 1 e I istnieje przeliczalny zbi6r A^, C A, kt6ry ma wlasnoici:

1. proj",(A-,) = A1,

2. proj.r(A^,) C proj.,(A) \ p*i^,(C)

3. A", jest gpsty w proj.r(A).

Dow6d lematu. Dla 7 € cr.r1 bierzemy zbi6r przeliczalny B-, C / \ C taki,

ze proj-,(Br) jest ggsty w proj-,(A). Zbior C jest domknigty i brzegowy w A,

zatem dla kazdego r e B-, istnieje otoczenie U, C E takie, ze x € U, oraz

U, i C = 0. Moiemy zalozy(,, 2e otoczenie jest postaci {y g f : y(og) €
Vo , . . . y (a " )  e  7 " )  d l a  pewnych  zb io r6w  o twa r t ych  Vo , - . .%  c  n .  Zada jemy
a c  =  m a x { o 0 , . . . 0 r }

Definiujemy funkcjg 40) = sup{max{rc(r),d'}: r € l- los1 B.}. Zbi6r

I = {l € o1 : dla a 11 zachodzi $(a) < l, ' ' lgraniczna}

j es tdomkn ig t y i n i eog ran i czony .  N iechT  €  f  i n i ech  A t  =Uo<- ,Bo  C  A .

Warunek pierwszy dla A-, zachodzi, gdyz jedli r € A-., to istnieje d 4 7, r € Bo.

Jednoczedni" Q@) 11, a zatem rc(r) ( 7 i proj-r(r) = r.
Niech r € A"r. By wykazai drugq wlasno66 A^, wystarczy sprawdzii, ze

n Qproj-,(C). Wiemy, i,e a, .--7. StEd za,6 mamy, ze U'iproj.r(C) = 0.

Sprawdzimy ggstodi A-, w proj,(A), czyli warunek trzeci. Ustalamy nu-

meracjg {00,9t , . . . }  = 7.  Niech r  € pro j . r (A) .  Dla kazdego n € N is tn ie je

r '  €  B(max(go, . . . ,Q))+r  c  A.y tak i ,  te lx"(B;) -*@;) l  a  o i  d la i  (  n '  Uzvsku-
jemy w ten spos6b ci4g r, € A", zbiezny do r. tr

8.3 Przypu6imy, ze przestrzeri E nie jest przestrzeniq, dziedzicznie Baire'a.
Niech F C E podzbi6r domknigty i taki, ze F = U,enfl, gdzie Fn zbiory
domknigte w E i nigdzieggste w F.
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Dla kazdego n stosujemy lemat do pary zbiordw F,Fn i otrzymujemy
zbi6r domknigty i nieograniczony Ir,. Nastgpnie stosujemy lemat do .F^ i
0; otrzymujemy zbi6r.domknigty i nieograniczony A.n. 

-Wiadomo 
([10], tw.

7^'4), ze-przeciqcie przeliczal'ie wielu zbior6w domknigiych i .ieograniczonych
O = (fl"e_Nl") n (O"eN A1) jest zbiorem domkniqtym- i nieograniczonym, w
szczeg6lnoSci niepustym. Ustalmy 7 € O. Zbiory proj.r(F')"oru, projrlf;;
sq domknigte - sytuacja dla f i f, jest analogicz'a, wigc sprawdzenie
domkniptosci przeprowadzimy dla F'. Faktycznie, z lematu wynika, ie skoro
7 € A" to istnieje zbi6r A C F;, taki, ze projr(A) = A oraz,  jest ggsty w
proj r ( I l ) ;Jedl i  r  e  p. . : r@) 

-ac Fn to r  = o.Xlo; r )  oraz t  €  Fn,  azatem

" 
€.pl".t:( 'P"), co dowodzi domkniptosci projr(F"). t if 

'rp.u*dzii 
domknigtosi

proi(f), korzystamy. r.?.kru: 
1.1 e f, (n €'N niozemy-wybrai dowolniej.

Zauwazmy, ie proj.r(F) = U^e Nprojr(4,). Z lematuwynika takie, ze skoro
? € f,, to istnieje zbi6r Bn c F, gqsty w proj-r(F) i taki, ze Bn c proj.r(.F) \pr"i{4)- Za.tem zbiot.y projl(.&1"* brzegowe w proj.,(F').

Okazalo sig wigc, ze proj.r(F,) sq domknipte-i bJzegowe w proj_r(F'), ajednoczesnie ich suma-jest r6wna projr(F). 'ro przeczylwierdzeniu Baire'a,
stosowanemu do podzbioru domknigtego w zupelnej przestrzeni metrycznej
IR.'Y.tr
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