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Rozdzial 1

Przestrzenie Baire’a 1 dziedzicznie Baire’a

Praca syntezuje wyniki z artykuléw W. Marciszewskiego ([14]), Gulki i Sokolova
([8]) oraz pracy autora! ([16]). Wszystkie one poswiecone sa badaniu problemu,
dla jakich X przestrzenie rzeczywistych funkcji ciaglych Cp(X) z topologia
zbieznosci punktowej sa przestrzeniami dziedzicznie Baire’a (definicje nizej).
Gulko i Sokolov poslugiwali sie w swych rozumowaniach metodami teorii
gier; W. Marciszewski wzmocnil ich twierdzenie, przy czym nie uzywal gier.
Glownym wynikiem mojej pracy jest dowdd rezultatu W. Marciszewskiego, przy
uzyciu odpowiednio ulepszonych gier Gulki i Sokolova.

W tych miejscach, gdzie jest to mozliwe, wskazuje w odnosnikach na

podreczniki, a nie na prace oryginalne. Uzywam pierwszej osoby liczby po-
Jedynczej tam gdzie chce wyrazi¢ swéj poglad, a pierwsze] osoby liczby mnogiej
tam, gdzie chce zachecié Czytelnika do podjecia wspdlnego rozumowania. W
notacji staram si¢ nasladowaé podreczniki [7] 1 [11].
1.1 Przestrzen X jest przestrzenig Baire’a, jesli dla kazdego ciggu zbioréw ot-
wartych gestych {U,}nen przecigcie [, oy Un jest geste w X. Przestrzen X
Jjest przestrzenia dziedzicznie Baire’a, jesli kazdy domkniety podzbiér ¥ C X
jest przestrzenia Baire’a. Z twierdzenia Baire’a wynika, ze przestrzenie metry-
zowalne w sposob zupelny sg przestrzeniami dziedzicznie Baire’a. W niniejszej
pracy role beda odgrywad gléwnie te przestrzenie dziedzicznie Baire’a, ktére nie
s3 metryzowalne w sposéb zupelny.

W przestrzeni topologicznej X zbidr Y C X jest pierwszej kategorii, jesli

istnieje ciag zbioréw F, domknigtch, brzegowych w X i takich, 2e Y C |J, ¢y Fn-
Zbidr Y jest drugiej kategorii, jesli nie jest pierwsze] kategorii.
1.2 Gléwnym obiektem pracy sg przestrzenie Cp (X)) funkcji ciaglych z przestrzeni
X w R z topologia zbieznosci punktowej na X (w C,(X) zadana jest topolo-
gia odziedziczona z RX; jesli X jest przestrzenia przeliczalna, to Cp(X) jest
przestrzenia metryzowalna, jako podprzestrzeii przestrzeni RX | ktéra jest me-
tryzowalna w sposéb zupelny). Bedziemy zajmowali sie przede wszystkim przy-
padkiem przestrzeni Cp(NF); Np jest przeliczalng przestrzenia z dokladnie jed-
nym punktem skupienia, przy czym rodzina otoczer punktu skupienia gen-
erowana jest przez filtr F (zob. 2.1).

Twierdzenie 7, stanowiace gléwny wynik pracy, charakteryzuje w terminach
filtru F, te przestrzenie Cp(NF), ktére maja dziedziczna wlasnosé Baire’a. W
rozdziale drugim gromadze informacje na temat filtréw; w dalszej czedci pracy
moja strategia badania przestrzeni C,(X) bedzie polegala na analizowaniu kom-
binatorycznych wlasnodci filtru otoczen zadanego punktu € X. W rozdzialach
trzecim, czwartym i piatym buduje dwie gry, ktdre pozwalajg wyrazié w ter-
minach istnienia strategii odpowiednio: dziedziczna wlasnosé Baire’a dla calej
przestrzeni Cp{X) oraz wlasnos¢ bycia P-filtrem dla filtru otoczeri. Rozdzial
szosty sluzy podsumowaniu i postawieniu pytan. W rozdzialach sidédmym i

17 artykulu {16] pochodza rozdzialy 3,4,5.
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6smym, czyli w dodatkach, zawarte sa dwa interesujace przyklady: przestrzeni
X w sobie gestej, regularnej i takiej, ze Cp(X) jest przestrzenia Baire’a oraz
niedyskretnej przestrzeni nieprzeliczalnej, dla ktérej Cp(X) jest przestrzenig
dziedzicznie Baire’a.

Priorytetowe w lekturze sa punkty: 1.1, 1.2, 1.3, 2.1, 3.1, 3.2, 3.3, 4, 5.
Gléwne twierdzenie to twierdzenie 7, sformulowane w punkcie 3.3. Dodatkowe
uwagi, komentarze i przyklady zawieraja punkty: 1.4, 1.5, 2.2, 6.1-6.5 oraz
rodzialy 71 8.

Wsréd dodatkéw na szczegdlng uwage zasluguja: twierdzenie Lutzera—
McCoya (2.2), przyklad W. Marciszewskiego i J. van Milla (6.1) oraz wyniki
z rodzialéw 7 1 8. Co do tych ostatnich wydaje sie, ze mogly one wczesniej
by¢ znane specjalistom, ale nie potrafilem znalezé bezposrednich odsylaczy w
literaturze.

Uzycie gier topologicznych podyktowane jest moim przeswiadczeniem o moz-
liwosci wyslowienia pewnych technicznych informacji w terminach istnienia
strategli. W naszym przypadku filtr otoczern jest P-filtrem, wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje struktura kombinatoryczna zwana drzewem, dysponujaca
odpowiednimi wlasnosciami (por. z dowodami: tw. 8 oraz tw. 2.1 ([14]), a
przede wszystkim z rysunkiem na str. 16). Powyzsze drzewo mozna uzyskad
przez indukcje, tak jak w pracy [14]; jego pojawienie si¢ jest tam podyktowane
dowodowg koniecznoscia. W mojej pracy drzewo powstaje jako drzewo strategii
w grze A.

Innymi slowy, gry to sposéb na wprowadzenie trudniejszej kombinatoryki
w przystepny sposéb. Placi si¢ za to podwdjna cene: gry wymagaja dosé
klopotliwego opisu formalnego (por. poczatek rozdzialu 3) i z drugiej strony nie
kazda indukcje da sie¢ przedstawié jako konstrukcje strategii, totez narzucenie
sobie schematu teorii gier moze powodowaé sztuczne zawezenie perspektywy.

I tak, po dos$é rozwleklym rozwazeniu wad i zalet mojego podejécia, czuje
sie upowazniony do przejscia do czesci bardziej technicznej.

1.3 Chcialbym w tym rozdziale udokumentowad, ze przestrzenie ktére nie sa
metryzowalne w sposéb zupelny, a ktére sa dziedzicznie Baire’a, jesli nawet
pojawiajg sie w naturalnych kontekstach, to musza by¢ dosé skomplikowane.

Podstwowym narzedziem do rozpoznawania dziedziczne] wlasnosci Baire’a
Jest nastepujace, klasyczne

Twierdzenie 1 (Hurewicz[9]) Niech X bedzie przestrzeniq metryczng
oérodkowq. Wtedy X jest dziedzicznie Baire’a wtedy i tylko wtedy, gdy Q nie
zanurza si¢ w X na podzbior domkniety.

E.K. van Douwen ([22]) oraz G. Debs ([5]) uogdlnili powyzsze twierdzenie na
klase przestrzeni regularnych, spelniajacych pierwszy aksjomat przeliczalnosci.
Dla tej samej klasy przestrzeni drugi z autoréw udowodnit charakteryzacje
dziedzicznej wlasnosci Baire’a w terminach istnienia strategii w silnej grze Cho-
quet ([5]).

Poza twierdzeniem Hurewicza, beda uzyte trzy inne standardowe fakty:
drugie twierdzenie Hurewicza ([11], tw. 21.18) gloszace, ze w zbiorze koanality-
cznym, ktory nie jest typu G, istnieje domknieta kopia Q, twierdzenie Suslina



([11], éw. 14.13) méwigce, ze w nieprzeliczalny zbidr analityczny da sie zanurzy¢
zbiér Cantora oraz twierdzenie Aleksandrowa ([11], tw. 3.11), mdéwiace, ze pod-
przestrzen przestrzeni metryzowalne] w sposéb zupelny jest metryzowalna w
sposéb zupelny wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest podzbiorem typu Gs.

1.4. Zbiér Bernsteina. Przestrzeri X jest calkowicie niedoskonala, jesli nie
zawiera niepustego zbioru doskonalego. Przykladem przestrzeni dziedzicznie
Baire’a, ktéra nie jest metryzowalna w sposéb zupelny jest kazda przestrzen X C
IR taka, ze X oraz R\ X sa catkowicie niedoskonale. Przypusémy, ze Q zanurza sie
na pewien podzbiér domknigty Y C X. Wtedy dla Z = Clg(Y) mamy ZNX =
Y, a z drugiej strony Z\'Y jest nieprzeliczalng G5 zawarta w przestrzeni R\ X.
Z twierdzenie Suslina wynika, ze w kazda przestrzen typu Gy nieprzeliczalng,
zanurza si¢ zbidr Cantora, ktdérego obecnosé w R \ X przeczylaby calkowitej
niedoskonalosci R \ X. Na mocy twierdzenia Hurewicza, X jest przestrzenia
dziedzicznie Baire’a. Przestrzen X nie jest metryzowalna w sposéb zupelny,
gdyz na mocy twierdzenia Aleksandrowa, musialaby by¢ podprzestrzenig R typu
Gs.

Bernstein podal przyklad przestrzeni X C R takiej, ze X oraz R\ X sa

catkowicie niedoskonale. Jest to bardzo latwa konstrukcja przez indukcje poza-
skonficzong. Zauwazmy, ze zbiér Bernsteina (ogdlniej: podzbidr przestrzeni pol-
skiej, bedacy przestrzenia dziedzicznie Baire’a, ktéry nie jest typu Gs), nie moze
by¢ zbiorem koanalitycznym ze wzgledu na drugie twierdzenie Hurewicza.
1.5 Grupa zupelna, os§rodkowa. Méwimy, ze podzbiér A C X w przestrzeni
zupelne) X, ma wlasno$¢ Baire’a, jesh A = UAF, gdzie U C X podzbidr
otwarty, F' zbiér pierwszej kategorii. Wszystkie zbiory borelowskie, a nawet
analityczne, maja wlasnosé Baire’a.

Przypusémy, ze G jest grupa metryzowalng w sposéb zupelny i osrodkowa,
natomiast H C G jej podgrupa z wlasnosciag Baire’a, gesta w G. Wtedy
albo H = G, albo H albo nie jest przestrzenia Baire’a (to drugie jest
réwnowazne temu, ze H jest pierwszej kategorii w sobie). Niech v € G\ H
i1 H = UAF dla U otwartego i F' pierwszej kategorii w G. Wezmy {hy, }nen
osrodek w przestrzeni H oraz U, = h,U, F, = h, F. Mamy

(U v\ (U B c 1t

neN neN

Zbidr |, ey Fn jest pierwszej kategorii w G, czyli zawarty jest w |, cy Da,
gdzie D, sa domkniete, brzegowe w (. Musi byé U = 0, bowiem ina-
czej U, enUn bylby zbiorem otwartym i gestym w G, a ponadto |J,enUn \
Unen Pn C H bylby gesta Gs w G. 7 faktu, ze vHH N H = @, otrzymalibys-
my w G dwie rozlaczne, geste Gs. To przeczy twierdzeniu Baire’a. Zatem
H C UU,en Dn, gdzie D, sa domkniete i brzegowe w G. 7 gestosci H w G
wynika, ze D, N H pozostajg brzegowe w H.

Powyzszy przyklad daje si¢ zastosowaé do grupy G = RNF oraz H = C,(NF).
Wynika z niego jasno, ze jesli grupa H ma byé przestrzenia Baire’a, to nie moze
byé podzbiorem G z wlasnoscia Baire’a, chyba ze zachodzi réwnos¢ H = G
(ktéra oznacza, ze F = 2N).
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Rozdzial 2
Filtry

2.1 Filtry i P-filtry. Niepusta rodzine F' C P(N) nazywamy filtrem jesli: dla
kazdych A, B € F mamy ANB € F, oraz dla kazdego A € F oraz B C N takiego,
ze A C B, mamy B € F. Filtr F jest niegléwny, jesli zaden zbiér skoriczony nie
Jest jego elementem. Bedziemy rozpatrywaé wylacznie filtry niegléwne.

Filtr F jest P-filtrem jesli dla kazdego ciagu A, € F, istnieje A € F taki,
ze A Cx An dla kazdego n, gdzie A C, B oznacza, 7e A\ B jest zbiorem
skoriczonym.

Kazdemu filtrowi F' mozna przypisaé w sposéb kanoniczny przestrzen
przeliczalng z jednym punktem skupienia (por. 1.2). Przestrzen taka ozna-
czamy Np. Jako zbiér Np jest réwna N U {co}. Na N zadana jest topologia
dyskretna, natomiast otoczenia punktu w nieskonczonosci sa postaci U U {oo}
dlaU e F.

Na kazdym filtrze F C P(N) istnieje naturalna topologia, zadana przez
utozsamienie P(N) z iloczynem kartezjariskim 2N, W pierwszym rozdziale
zapowiadalem przedstawienie charakteryzacji tych przestrzeni Cp(NF), ktére
s3 przestrzeniami Baire’a. Okaze sie (twierdzenie 2), ze sa to dokladnie te
przestrzenie Cp(Np), ktére sa zbudowane na bazie filtru F drugiej kategorii.
W nast¢pnym rozdziale przedstawie twierdzenie 7 charakteryzujace dziedziczna,
wlasnoéé¢ Baire’a w terminach filtru F. W ramach przygotowania do dowodu
twierdzenia 7, w dalszej czesci tego rozdzialu wykaze pomocnicze twierdzenie 5.

2.2 Paragraf poswigcony jest dowodowi nastepujacego

Twierdzenie 2 (Lutzer—McCoy,[12]) C,(NF) jest przestrzeniq Baire’a wte-
dy 1 tylko wtedy, gdy F jest filtrem drugiej kategorii.

Zauwazmy, ze jesli filtr F jest ultrafiltrem to jest drugiej kategorii, a wiec
Cp(NF) jest wiedy przestrzenia Baire’a.

Przed dowodem beda niezbedne pewne przygotowania. Dokladniej, bedzie
przydatna charakteryzacja filtréw drugiej kategorii, udowodniona przez Tala-
granda ({19}, tw.1, rozdz.1, sekcja 8).

Twierdzenie 3 (Talagrand) Niech F' C P(N) bedzie filtrem. Wtedy nastepu-

jgce warunkr sq réwnowazne:
1. F jest drugiej kategorii.
2. F nie ma wlasnosci Baire’a.

3. Dla kazdego rosnqcego ciqgu no < ny < ... istnieje A € F taki, ze dla
nieskoriczenie wielu k, AN (ng;ngy1] = 0.

4. Dla A € F niech fy bedzie funkejq fa : N — N takq, ze fa(n) jest réwne
n+1 elementowi zbioru A w naturalnej kolejnosci (taka definicja okresla
funkcje na calym zbiorze N, gdyz o filtrze F zalozylismy, ze jest niegtéwny).



Wtedy rodzina {fa}aeF jest nieograniczonym z géry podzbiorem (NN, <,),
gdzie f <, g oznacza, ze dla prawie wszystkich n zachodzi f(n) < g(n).

5. Dla dowolnego ciggu P, = {An}ren, takiego, ze P, sklada si¢ z ze
zbiordw niepustych zawartych w N, parami rozlacznych oraz skoriczonych,
istnieje rodzina C zbioréw skoriczonych, taka, ze |C N P,| = 1, oraz
A= (N\UQC) nalezy do F.

Bedziemy korzystaé z réwnowaznosci pierwszego, trzeciego oraz ostatniego

warunku. Réwnowaznosci 3 = 4 = 5, mimo, ze wygladaja dos§¢ technicznie, s3,
bardzo latwe.
Dowéd twierdzenia 2. Niech F bedzie filtrem II kategorii. Weimy
rodzine zbioréw otwartych, gestych {Un}nen, Un C Cp(Np). Udowodnimy, ze
Nyen Un # B (przestrzeii Cp(NF) jest grupa osrodkowa, a w tej klasie przestrzeni
z powyzszego warunku wynika, ze przestrzeni jest Baire’a).

Indukcyjnie bedziemy konstruowali dla s € N<N\ {§#} zbiory otwarte V,

w Cp(Np), n, liczby naturalne oraz I, ciagi odcinkéw otwartych R, postaci
I, = (I,(0),...I;(n, — 1), I,(c0)).
Idea dowodu przedstawia sie nastepujaco: dla z € NN bedziemy mieli
Vajint1) C Un oraz (Clgsueet (Vzjn))nen — ciag zstepujacy, ktdrego przecigcie
jest jednopunktowe, réwne {z,}. Przy pomocy twierdzenia Talagranda wybie-
rzemy z € NN takie, by z, zbiegal wzgledem filtru F'; na mocy konstrukeji to
juz zapewni, ze z; € ),y Un-

Dla danej liczby n oraz ciagu I = (I(0),...I(n — 1), I{oco)) odcinkéw ot-
wartych R, oznaczamy U(n,I) = {z € Cp(NF) : z; € I(i) dlai < n oraz i =
oo}. Jesli nie jest zaznaczone inaczej, bedziemy rozpatrywaé domknigcia w
przestrzeni Cp(Nfp). Na przestrzeni RNU{} rozpatrujemy metryke zupelna.
Na podprzestrzeni Cp(NF) wybieramy metryke odziedziczona z RNU{oo},

Indukcje zaczynamy od (0) € N<N, Niech n(gy bedzie tak duze i niech f(o)
bedzie tak dobranym ciagiem odcinkéw otwartych, by Vigy = {2 : |20 — Zeo| <
1} N U (nqy, f(o)) byl zbiorem niepustym oraz Vigy C Up. Ciag odcinkéw f(o)
oraz odpowiednia liczbe 7i(g) da si¢ wybra¢ na mocy gestosci i otwartosci Us.

Wybieramy teraz n(gy > R(q) i ciag odcinkéw Iy takie, by

0 # Vioy N U(n0), L)) C VioyNU1. Dla formalnej wygody przyjmujemy ng = 0.
Przypusémy, ze mamy juz skonstruowane Ving, I;ng ngni. Przeprowadzimy
konstrukcje dla s" (k + 1), bardzo podobng do konstrukeji w kroku (0).

Niech 7;n(x41) > nsng bedzie tak duze i niech :fsn(k_,_l) bedzie tak dobranym
ciagiem odcinkéw otwartych, by

1 R ~
V,n(k+1) ={z:|z, — Zeo| < m dla n, <n <ngp}N U(n,n(k+1), I,n(k+1))
byl zbiorem niepustym oraz Vyn(x41) C Ujsy, diam(Vyagr41)) < BESE Viaks1) C

1
s|+
V.
Wybieramy ngnk41) > Rk 41) | ciag odcinkéw In(x 1) takie, by

0 # Vines1) VU (g k41)s Lnk41)) € Vangesr) N U1
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Przypus$émy, ze mamy skonstruwane Vi, I,,n,. Wykonamy konstrukcje dla
ciagu s70. Niech Vyng = V, N U(n,, I;). Znajdujemy teraz nyng oraz I,ng takie,
by dla V' = V,ng N U(nynp, I;ng) zachodzilo

V C Vano NUj41

oraz diam(V) < m1+—1 To koniczy indukcje.

Niech A, x = (nsng; nynk+1)) 1 niech Py = {A, x }ken. Na mocy twierdzenia
Talagranda, punkt 5, istnieje selektor C rodziny P, taki, ze N\ UCeF.

Dla n € N zdefiniujemy indukcyjnie ¢, € N<N ¢, tp+1. Niech o = 0.
Przypuscmy, ze mamy t,. Wiemy, z2e CN P, = {At. x}. Zadajemy t,4; =
th(k+1). Wiemy, ze 4 = N\ Unen Ata tng (n)—1 Jest elementem filtru F.

Na mocy konstrukcji @ # V;,,, C V;,. Wobec tego, z zupelnosci RNV{e},
istnieje z € [,y Clgmuie3(Vi,). Rozumowanie bedzie zakoriczone, jesli
pokazemy, ze £ € Cp(NF), gdyz z tego juz wyniknie, ze z € (MNnenUn. Fak-
tycznie, jesh z € Cp(Np), to dla kazdegon €N, z € V;,, gdy3

z € Clgnoieo} (Vi, ;) NCo(NF) = Vines

a jednoczesnie V;,,, C V;,. Pozostaje zauwazyé, ze dla n > 0 zachodzi W, C
Up-1.

Chcemy zatem sprawdzié, ze z € Co(Np), czyli, ze dla kazdego k > 0, zbidr
{n:len — 20| < £} jest elementem filtru F. Ustalamy k.

Weimy m € A;m > 0. Wiemy, ze istnieje [ € N, takie, ze m € (a5 104, ]

Wiemy takze, e z € Clgruteo} (Viy, ), a zatem |z, — Zoo| < #4-1 < X, gdyz
nieréwnos¢ wymagana w definicji V; ,, zachowuje si¢ jako nieréwnosé nieostra,
takze po domknieciu w przestrzeni RN{®}. Stad A\ {0,...k -1} C {n :
[Zn — Zoo| < £1.
Pozostaje wykazaé, ze jesli F jest pierwszej kategorii to przestrzen Cp(NF)
nie jest przestrzenia Baire’a. Skorzystamy tu z 3 punktu charakteryzacji Tala-
granda. Niech ng < n; < ... bedzie rosngcym ciagiem liczb naturalnych, takim,
ze dla kazdego A € F dla prawie wszystkich k € N mamy A N (nx;ngpq] # 0.

Niech Uy = {z € Cp(Np) : |2; — 2] > 1 dla ny < ¢ < ngy1} i niech
Wi = U,>x Un. Zbidr Wi okazuje si¢ otwarty i gesty. Jednoczesénie, jesli
z € nkeNka to istnieje nieskoriczenie wiele k takich, ze dla ¢ € (ng; ngy1]
zachodzi |2; — zoo| > 1. Wtedy jednak A = {n : |z, — Zoo| < 1} nie nalezy do
F. O

W istocie mozna udowodnié duzo ogdlniejsza charakteryzacje:

Twierdzenie 4 (Pytkeev [18],Tkachuk [20],van Douwen [21]) Niech X bedzie

przestrzeniq reqularnq. Wtedy przestrzeri Cp(X) jest przestrzeniq Baire’a wtedy
@ tylko wtedy, gdy z kazdego ciqgu A, rozlgcznych, skoriczonych podzbioréw X,
mozna wybraé podciqg A, silnie dyskretny, to znaczy taki, ze istnieje rodzina
dyskretna Uy, zbiordw otwartych w X, A,, C U,,.

Charakteryzacja powyzsza jest optymalnym, oczekiwanym rezultatem w Cp-
teorii. Cala niniejsza prace mozna potraktowaé jako kroki czynione po to, by



udowodni¢ analogiczne twierdzenie dla dziedzicznej wlasnosci Baire’a. Niestety,
taka charakteryzacja jeszcze nie zostala udowodniona (poréwnaj z problemem
6.4).

2.3 Ponizej przedstawione jest twierdzenie stanowigce element w dowodzie
twierdzenia 7, charakteryzujacego dziedziczng wlasnosé Baire’a dla C,(Np) w
terminach filtru F.

Twierdzenie 5 (Marciszewski,[14]) Jesli filtr F nie jest P-filtrem, to ist-
nieje domkniete wlozenie Q w filtr F.

Warto zauwazy¢, ze na mocy twierdzenia 7, F' nie jest P—filtrem II kategorii
wtedy i tylko wtedy, gdy Q wklada sie w filtr F na podzbiér domkniety.

Dowéd. Skoro F nie jest P-filtrem, to istnieja A, nieskoriczone, rozlaczne i
takie, ze | ),y An = N oraz dla kazdego k, | ), 54 An € F, ale nie istnieje A € F
taki, ze AN A, jest zbiorem skoriczonym dla kazdego n.

Zauwazmy, ze istnieje bijekcja b : N — N x N taka, ze b(A,) = {(n, k) : k €
N}. Bijekcja b indukuje homeomorfizm b:2N o 2NxN. homemorfizm b przenosi
F na filtr z nim homemorficzny. Mozemy zatem przyja¢ dla uproszczenia, ze
F c 28N oraz A, = {(n,k) : k € N}.

Wskazemy kopie zbioru Cantora C taka, ze C'N F bedzie homeomorficzne z
liczbami wymiernymi, traktowanymi tu jako rodzina ciagéw w zbiorze Cantora,
ktére od pewnego miejsca sa réwne zero.

Dla A € 2N definiujemy funkcje fa : N — NU {00} wzorem f4(n) = +oo,
Jedli zbidr A ma co najwyze] n elementéw, natomiast jeshi A ma wigcej niz n
elementéw to zadajemy f4(n) réwne n+1 elementowt A w naturalnej kolejnosci
(podobna funkcja byla uzyta w sformulowaniu czwartego punktu twierdzenia 3).

Ostatecznie definiujemy Uy = {(n, k) e NxN: k < fa(n)}. Przeksztalcenie
A — Uy jest poszukiwanym wilozeniem zbioru Cantora. O
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Rozdzial 3
Gry

W tym rozdziale przedstawiam pewne fakty z teorii gier. W korcu rozdzialu,
w punkcie 3.3, podaje sformulowanie gléwnego wyniku pracy. Jako krok w
dowodzie gléwnego twierdzenia, omdéwione zostanie twierdzenie, ktére charak-
teryzuje przestrzenie metryczne osrodkowe, bedace przestrzeniami dziedzicznie
Baire’a. Okaze sie, ze dokladnie dla tych przestrzeni nie istnieje strategia dla
plerwszego z graczy w silnej grze Choquet I'(X). Podobne charakteryzacje
mozna podaé dla innych wlasnosci topologicznych, w tym dla wlasnosci Baire’a.
Oryginalny dowéd twierdzenia Lutzera-McCoy’a (tw. 2) zostal przeprowadzony
przy pomocy odpowiednio dobranej gry.

3.1 Ustalamy przestrzeii X. Wesilnej grze Choquet I'( X)) gracz I, w pierwszym
ruchu, wybiera zbiér otwarty Uy C X oraz zg € Up. Gracz Il odpowiada,
wybierajac zbidr otwarty Vy taki, ze Vo C Uy oraz zo € V. W nastepny kroku
gracz I wybiera zbiér otwarty Uy C Vj oraz punkt z; € Ui, a gracz II zbidr
otwarty V1 C Uy taki, ze z; € V1.

Ogdlnie, gracz I wybiera Upy1 C V,, oraz punkt 2,41 € Uny1, a gracz 11
odpowiada przez wybdr V41 C Upyi1, takiego, ze 2q41 € Vg1

Gracz 1 zwycieza w rozgrywce, jesli (U, = @, natomiast gracz II zwycieza,
jesli U, # 0.

Méwimy, ze gracz I ma strategie wygrywajaca w silnej grze Choquet
I'(X), jesli istnieje zbidr S skladajacy sie ze skoiiczonych ciagédw postaci
((U(), 1’0), Vo, (Ul,l'l), Vl, vy (Un, .’l:n)) lub ((U(), 1’0), Vo, ey (Un, :IZ,,), Vn>, ktéry
jest drzewem (tzn. jesli ciag o € S to odcinek poczatkowy o takze nalezy do S)
oraz dla S spelnione sa zasady:

1. Kazda galaZ drzewa S (czyli nieskoriczony ciag
((Uo, x0), Vo, ... (Un,n), Vu,...) taki, ze kazdy odcinek poczatkowy jest
w 8) jest rozgrywka zgodna z regulami I'(X) i co wiecej, gracz I wygrywa
taka rozgrywke.

2. Kazda, dopuszczona przez reguly zagrywka gracza 11 jest uwzgledniona w
drzewie S.

3. Na zagrywke gracza II, gracz I ma dokladnie jedng odpowiedZ; istnieje
doktadnie jedna zagrywka gracza I, rozpoczynajaca gre.

Podsumowujac, strategia wygrywajaca to schemat, ktéry pozwala wygrywaé
wszystkie rozgrywki, niezaleznie od tego, jak dobrze gra przeciwnik.

Nie bede poslugiwal sie strategia dla gracza II, totez pragne jedynie zasyg-
nalizowaé, ze powyzsza definicje mozna przerobié tak, by dotyczyla gracza IL
Ponadto, zgodnie z twierdzeniem Choquet ([11], tw. 8.18), jesli przestrzen X
jest regularna oraz spelnia drugi aksjomat przeliczalnosci 1 gracz 11 ma stategie
wygrywajaca w silnej grze Choquet T'(X) to przestrzeni X jest polska. Zatem
twierdzenie Choquet, wraz z nizej cytowanym twierdzeniem Debsa przekonuje,
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ze dla zbioru Bernsteina X (czyli przestrzeni X z przykladu 1.4) gra I'(X) nie
Jest zdeterminowana (to znaczy, zaden z graczy nie posiada strategii wygry-
wajacej).

Oto, jak mozna na rysunku przedstawic strategie dla gracza I w I'(X) (by
uniknaé wprowadzania nowych oznaczen, zaznaczylem poczatek tylko jednej, z
wielu mozliwych rozgrywek):

(Ug, Zo)

Vo

(U, 21)

Vi

Ponizsze twierdzenie bedzie przydatne przy dowodzie twierdzenia 7.

Twierdzenie 6 (Debs, [5]) Dla danej przestrzeni X metrycznej o$rodkowes,
gracz I nie ma strategii wygrywajqcej w grze T'(X) wtedy i tylko wtedy, gdy
przestrzen X jest przestrzeniq dziedzicznie Baire’a.

Warto zauwazyé, ze Debs udowodnil nieco ogdlniejszy wynik. Mianowicie,

o X zaklada si¢ w [5] jedynie tyle, ze X jest regularna oraz spelnia pierwszy
aksjomat przeliczalnosci.
Dowdéd. Udowodnimy tylko jedna z implikacji, ta ktéra bedzie przydatna w
dalszym ciagu. Przypusémy, ze przestrzeni X nie jest przestrzenia dziedzicznie
Baire’a. Wykazemy, ze istnieje wtedy strategia wygrywajaca dla pierwszego
gracza w grze I'(X).

Faktycznie, zgodnie z twierdzeniem Hurewicza (tw. 1), istnieje wlozenie Q
na podzbiér domkniety A w X. Numerujemy elementy zbioru A = {a,}nen.
Przyjmijmy oznacznie: dla danego zbioru Y C X, N.(Y)={z € X : d(2,Y) <
r}.

Gracz 1 postepuje wedlug nastepujacej metodyki: w pierwszym kroku
wybiera Uy otwarte, dowolne otoczenie ay takie, ze ap &€ Uy, Uy C Ni(A).
Przypus$émy, ze zbudowaliSmy juz drzewo strategii gracza I do poziomu n — 11
to tak, by dla pary (Up-1,2n-1), stanowiacej ostatni zdefiniowany ruch gracza
I zachodzilo: z,_; = ak,_, dla pewnego k,_1, oraz ax & Up_; dla k < ky_1.

Wezmy V, zagranie gracza II zgodne z regutami I'(X); wtedy ax,_, € V.
Niech k, = min{k : ax € V, k¥ > k,_1} oraz U,, otoczenie ai, takie, ze:
ak,_, €U, 1U, C N;jlr_l (A) N V. Definiujemy z,, = ak,.

Widzimy, ze dla tak zdefiniowanej galtezi ((Uy, o), Vo, (U, 1), V1, .. .} Z jed-
nej strony (\,cyUn C A, az drugiej dla dowolnego n € N, a,, ¢ U,. Zatem
nnEN Un = wD
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3.2 Wezmy filtr FF C P(N). W grze A(F) gracz I wybiera w pierwszym ruchu
zbiér So € F* = {A : N\ A € F}. Gracz Il odpowiada, wybierajac Ty zbidr
skoriczony, rozlaczny z Sp; jesli 0 € Sy to gracz II musi wybraé Ty tak, by 0 € Tp.

Jesli wykonane zostalo n — 1 krokéw to w kroku n gracz I wybiera zbidr
S, € F* rozlagczny z R, = SoUTg U ... US,_1 UT,_1, natomiast gracz II
wybiera zbidr skoiiczony T, rozlgczny z R, U S,.

Gracz [ zwycieza w rozgrywce, jesli UnEN T, & F. Identycznie, jak w przy-
padku silnej gry Choquet méwimy, ze gracz I ma strategie wygrywajaca w
grze A(F), jesli istnieje drzewo S skladajace sie ze skoniczonych ciagéw postaci
(S0, Ty, . ..Sn,Tyn) lub {So, To, . .. S,) oraz spelnione sa zasady:

1. Kazda galaZ drzewa S jest rozgrywka zgodna z regulami A(F) i co wiecej,
gracz 1 wygrywa taka rozgrywke.

2. Kazda, dopuszczona przez reguly zagrywka gracza II jest uwzgledniona w
drzewie S.

3. Na zagrywke gracza II, gracz I ma dokladnie jedna odpowiedz; istnieje
dokladnie jedna zagrywka gracza I, rozpoczynajaca gre.

3.3 Mozemy wreszcie sformulowaé gléwny wynik pracy:

Twierdzenie 7 Niech F bedzie filtrem. Wtedy nastepujqee warunki sq réwno-
wazne:

1. F nie jest P-filtrem drugiej kategorii.

2. Q wklada sie w F na podzbiér domkniety.

3. Cp(NF) nie jest przestrzeniq dziedzicznie Baire’a.

4. Gracz I ma strategie wygrywajgcq w grze I'(Cp(NF)).
5. Gracz I ma strategie wygrywajgcq w grze A(F).

Analogiczne twierdzenie, w ktérym o F zaklada sie, ze jest ultrafiltrem nie
bedacym P—filtrem, zostalo udowodnione w pracy Gulki i Sokolova ([8]).

Dowdd. Implikacja 1 = 2 jest tresciag twierdzenia 5. Implikacja 2 = 3 wynika
z faktu, ze F' wklada si¢ C,(Np) na podzbiér domknigty przez odwzorowanie
A = xm\a- Implikacja 3 = 4 wynika z twierdzenia 6.

Implikacja 4 = 5 jest trescia twierdzenia, ktdére bedzie udowodnione w
nastepnym rozdziale. Twierdzenie 8 z rozdzialu 5 dowodzi implikacji 5 = 1.0
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Rozdzial 4
Od gry Choquet I'(C,(Np)) do gry A(F)

Wykazemy, ze jesli istnieje strategia wygrywajaca dla gracza I w silnej grze
Choquet T'(C, (NF)), to istnieje strategia wygrywajaca dla gracza I w grze A(F).
Dowéd. Ustalamy w R¥{®} metryke zupelna; na C,(NF) rozpatrujemy me-
tryke indukowana z RNU{e},

Niech S bedzie strategia gracza I w grze T'(Cp(Np)). Przy pomocy S
nauczymy gracza I, jak wygrywaé w A(F). Zgodnie ze strategia S gracz I
rozpoczyna gre od zagrywki (Up,z°). Zadajemy pierwszy ruch gracza 1 w
A(F) jako S = {n : |23 — 23| > 1}. Dalej bedziemy postepowaé wedlug
nastepujacego algorytmu:

1. Interpretujemy zagrywke T gracza II w A(F) jako ruch V gracza I w grze
I(Cp(NF)).

2. Znajdujemy odpowiedi (U, z) gracza I na ruch V w I'(C,(NF)).

3. Tlumaczymy (U, x) na odpowiedz S gracza I na wczesniejszy ruch T gracza
II.

Przypusémy, ze wykonaliSmy wedlug tej procedury n ruchéw i w grze
I'(Cp(Nfp)) mamy

I (Uo, 2% (Un, z™)

11 Vo
1 odpowiednio w grze A(F)
I So Sn

11 T

Przypusémy, ze w takiej pozycji gracz II w A(F) zagrywa T,,. Wybieramy
Vi otwarte, niepuste, diam(V,;) < nl?, Vo CUporaz V, C {z: |zx — 27| <
ﬁ dla k € T,, U {oo}}.

Ruch V, jest legalnym posunigciem gracza II, totez zgodnie z regulg 2 w
definicji strategii S, istnieje (Up41,2"t!) odpowieds gracza 1.

Zadajemy Spy1 = {m: Jzptt — 20F1 > Ao\ (Uk<n Sk UTk). Na tym
koficzymy indukcyjng definicje strategii dla gracza I w grae A(F).

Pozostaje sprawdzié, ze UnenTn € F. Przypusémy przeciwnie, ze
UnenTn € F. Wykazemy, ze gracz [ przegrywalby wtedy w grze I'(C, (NF)) roz-
grywanej zgodnie ze strategia wygrywajaca dla I, a dokladniej, ze NpenUn # 0.
Z zupelnosci przestrzeni RN{®} wynika, ze istnieje z € MNyen Clrmoteoy (Vn).
Sprawdzimy, ze z bylaby funkcja ciagla w sensie topologii Nr (to bedzie oz-
naczalo, ze dla kaidego n € N zachodzi z € Uy, gdyz = € Clgru(e} (Vi) N
CP(NF) =V, C Un). ’
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Dla danego ¢ > 0, niech ko bedzie takie, ze F31+_1 < £. Niech k > ko.
Weimy n € Ty. Z faktu, ze ¢ € Clgrno(eo} (Vi) wynika, ze |z, — zX| < ﬁ oraz
|Too — k)| < ﬁ, gdyz nieréwnos$é w definicji V,, przenosi si¢ na domkniecie
jako nieréwnosé¢ nieostra. Z drugiej strony n & Sk U U cx(Sm U Tin), zatem

k k 1 .. . . , PR
|z — 2| < w47+ DoszlisSmy wiec do nieréwnosci

3
|20 = 2oo| < l&n — 25| + |2 — 28| + |28 — Too| < 77 <€
k+1
ktéra dowodzitaby, ze s, Tk C {n : |[2n—2eo| < €}. Jednoczesnie Uy >y, Tk €
F', a zatem z byloby ciagle.0] -
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Rozdzial 5
Gra A(F) i P-filtry

Trescia tego rozdzialu jest dowdd nastepujacego

Twierdzenie 8 Istnienie strategii dla gracza I w grze A(F) gwarantuje, ze F
nie jest P—filtrem drugiej kategorii.

Dowdd. Przypusémy, ze F jest P—filtrem oraz, ze gracz I ma & — strategie
wygrywajaca w grze A(F). Wykazemy, ze filtr F musi by¢ pierwszej kategorii.

Rozpoczniemy od ponumerowania czesci wierzcholkéw drzewa S ciggami
s € N<N, Faktycznie, calg strategie S mozemy wyobrazaé sobie jako drzewo
indeksowane ciagami s € N<N| w ktérym kazdy z wierzcholkéw S, (zagrania
gracza I} ma przeliczalnie wiele nastepnikéw Tyn, (zagrania gracza II), a kazdy z
wierzcholkéw T, ma dokladnie jedno przedluzenie S,. My bedziemy numerowali
tylko czesé rozgrywek odpowiadajacych strategii S; wybdr bedzie dokonany po
to, by dla dowolnego z € N¥ zachodzilo Sy U Un>0 Toin US;)n =N.

. o
%\
Tio) Ty - Tiny
|
Sy S Sn)
TooyLiory -+ Tior) Tiany- - Tinoy Tin1)

Wierzcholek Sy to pierwsze zagranie gracza 1. Jesli 0 € Sp to jego nastepniki
Tin) to wszystkie mozliwe zagrania gracza II w odpowiedzi na Sp; jesli 0 € Sp
to T(n) to wszystkie mozliwe zagrania gracza II, w ktérych wystepuje 0. Dalej
S(n) to ruch gracza I w odpowiedzi na ().

Odpowiednio dla s € N™, jesli m € R, = Sp U Ugcicm(Tejx U Sspx) to Tynp
to wszystkie mozliwe zagrania gracza Il w odpowiedzi na S,, natomiast jesli
m & R, to Tyn, to wszystkie mozliwe zagrania gracza IT w odpowiedzi na S, w
ktérych wystepuje m.

Skoro F' jest P-filtrem oraz S, € F* = {A C N: N\ A € F}, to istnieje
zbiér S € F* taki, ze dla kazdego s € N<N zbiér A, = S, \ S jest skoriczony.

Kluczowe w niniejszym dowodzie jest zdefiniowanie zbioréw brzegowych,
domknietych, ktérych suma pokryje F. I tak przyjmujemy dla s € N<N

H,={A CN:dlakazdegon € N AN A;n, # 0}

Ustalamy s € N™. Zauwazmy, ze H, jest domknicte. Ponadto H, jest
nigdziegeste, gdyz zbidr gesty fin = {A : A jest zbiorem skoriczonym} jest



16 ROZDZIAL 5. GRA A(F) I P-FILTRY

roztaczny z H,. Wezmy bowiem A € fin i niech W = (Uycr < (Ssix U Topx) U
Sp U S) oraz A= (AU{m})\ W. Wtedy A jest dozwolonym zagraniem
gracza Il w odpowiedzi na S, 1 co wigcej, zgodnie z przyjeta numeracjg ist-
nieje n takie, ze A = T,n,,. Reguly gry A(F) zapewniaja, ze odpowiedZ S,n,
jest rozlaczna z wczesniejszymi zagraniami, czyli z W U A. Ponadto A,ny,
zostalo zdefiniowane jako podzbiér Ssan, a 2 drugiej strony A C WU A. Zatem
ANAspp, C(WUA NS, =01 A¢ H,.

Sprawdzimy teraz, ze F C |J,eny<v Hs. Niech A C N. Przypusémy, ze
A ¢ H, dla kazdego s € N<N. Wtedy istnieje z € NN taki, ze dla kazdego n € N
ANA,, =0. Zatem

Ac(|JTum)us
n>0

poniewaz | J,n(Szin \ Azjn) C S oraz Sp U Unso(Szjn UTyjn) = N. To jednak
oznacza, ze A € F, jesli bowiem A € F, to takze A\ S € F, a z drugiej strony
A\ S C UnsoTzjn — wtedy gracz 11 wygrywalby rozgrywke odpowiadajaca
galezi z, a to przeczyloby zalozeniu, ze S jest strategia wygrywajaca dla gracza
1.d .
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Rozdzial 6
Whioski i problemy

6.1 Przy pomocy rozumowania réwnoleglego do dowodu twierdzenia 7, przy jed-
noczesnym uzyciu aparatu topologii nieskoficzenie wymiarowej oraz twierdzenia
2, mozna wskazaé interesujacy przyklad pary przestrzeni X i Y takich, ze
przestrzenie Cy (X) 1 C; (Y') skladajace si¢ z funkcji ciaglych i ograniczonych, sa
homeomorficzne (méwi sig, ze X i Y- sa t;-réwnowaine), a przestrzenie Cy(X)
i Cp(Y') nie s3 homeomorficzne (X 1Y nie sg t,—réwnowazne).

Pierwszy taki przyklad zostal skonstruowany w pracy [13]. Konstrukcja
podana ponizej pochodzi wlasnie z tej pracy; jej wlasnosci autorzy sprawdzili
na dwa sposoby, przy czym my wybierzemy ten z nich, ktéry prowadzi przez
twierdzenie 7.

Bedg konieczne pewne przygotowania. Po pierwsze, do zestawu réwnowaz-
nosci z twierdzenia 7 nalezy dolozy¢ jeszcze jedna:

Twierdzenie 9 (Gulko-Sokolov [8], Marciszewski [14]) Niech F bedzie
filtrem Il-kategorii. Nastepujgce warunki sq¢ réwnowazne:

e F nie jest P-filtrem.

e Cp(NFp) zawiera domknietq kopie o, gdzie ¢ = {z € RN : z, =
0 prawie wszedzie }.

Powyzsze twierdzenie jest podane w pracy W. Marciszewskiego ([14]). We
wczesniejsze] pracy Gulki i Sokolova jest slabszy wynik — taki, w ktérym
w drugim punkcie mowa jest o domknietym wlozeniu ¢ a nie oN. W kon-
strukcj przykladu bedziemy korzystaé tylko z istnienia domknietego wlozenia o
w Cp(Np).

Dowdd twierdzenia 9. W $wietle twierdzenia 7 do dowodu pozostaje imp-
likacja, ze jesli F nie jest P-filtrem to istnieje domknigte wlozenie o™ w C,(Np).

Dowdéd bedzie rozbity na dwa kroki. W pierwszym kroku zrekonstruujemy
rozumowanie Gulki i Sokolova z [8] i wskazemy domkniete wlozenie o w C, (Np).
Nastepnie skorzystamy z pomyslu zaczerpnietego z [4], polegajacego na kon-
strukcji wlozenia domknietego C,(Np)N w C,(Np).

Krok pierwszy (por. [8], lemat 3). Przyjmiemy bez dowodu prosty fakt,
ze przestrzefi Cp(NFp) jest liniowo izomorficzna (ozn.ay) z przestrzenia ciagéw
zbieznych do zera wedlug filtru F, czyli z przestrzenia

cr={z€RN:Vr>0{n:|z(n)|<r} € F}

Skoro F' nie jest P—filtrem, to mozemy wzia¢ A,, C N nieskoriczone, rozlgczne
i takie, ze |J, ey An = Noraz |y, Ax € F 1dla kazdego A € F istnieje n takie,
ze AN A, jest zbiorem nieskoficzonym. Bez straty ogdlnosci mozemy prazyjac,
ze filtr F sklada sie z podzbioréw N x N i utozsamié¢ A,, ze zbiorami {{n, k) }xen
(por. z dowodem tw. 5).
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Do dowodu kroku pierwszego wystarczy wykazaé, ze o wklada sie na
podzbiér domknigty w cp. Najpierw wskazemy funkcje h : RN — RNXN takq
ze h™(cp) = o, gdzie przestrzei cp C RNXN jest zdefiniowana analogiczna
formula, jak w przypadku RN,

Odpowiednie h powstanie jako zlozenie dwéch odwzorowaii f i g. Niech
f RN 5 RNxN

f(2)ns = Zogi0<i1<,.,i,.gk |ziozi, -+ 2i,| dlan _<__k
' 0 w przeciwnym przypadku

Funkcja f gwarantuje, ze jesli ¢ ¢ o to w kazdej kolumnie pojawi sie element
niezerowy, natomiast jesli ¢ € o, to wszystkie kolumny, poczynajac od pewnej,
bedg zerowe.

Dalej niech g : RNXN 5 RNxN

9(@Dnpe =k |2nl

i<k

Funkcja g odpowiada za propagacje elementéw niezerowych: jesli w kolumnie
n byl choc jeden element niezerowy, to od tego miejsca niezerowe beda wszystkie;
co wiecej limg 00 9() 5 & = 0.

Ostatecznie funkcja h : RN — RNXN jest zadana wzorem h = go f. Dla
notacyjnej wygody przyjmujemy, ze h : RN — RN przy czym h=Ycr) = o,
gdzie cp C RN jest przestrzenia zdefiniowana na poczatku dowodu. Przed nami
niewielka modyfikacja funkcji A do funkcji k.

Uwaga! Ten fragment powtdrzy si¢ w argumentacji w kroku drugim. Niech
R = [~00, +00], naturalne uzwarcenie liczb rzeczywistych. Zadajemy funkcje

pomocniczg, zdefiniowana na uzwarceniu { : ﬁlfN — RN wzorem {z)n =
arctan(z,). Nastepnie bierzemy ¢ = ho (; wtedy ¢~ (cp) NRN = 5. Juz
Jest niemal dobrze, to znaczy obraz o jest domknietym podzbiorem cp.
Pozostaje jeszcze problem réznowartosciowodci. Bierzemy A € F taki, ze
B = N\ A jest zbiorem nieskoriczonym. Funkcje ¢ bedziemy traktowaé jako
funkcje w cp|A C @A, czyli jako oryginalng funkcje zlozona z rzutowaniem na

A, natomiast idﬁz : @N — R oznacza naturalny izomorfizm H_QN oraz @B.
Zadajemy
AR SR =R'xR°, h=¢Aid%

Zauwazamy, ze z € RN jest ciagla wtedy i tylko wtedy, gdy x4 jest ciagla, a
zatem /’;_1(6[:') =¢ " cr|A) = 0.
Krok drugi (por. [4], stw. 4.11). Udowodnimy, ze c} wklada si¢ na
podzbiér domkniety w cp.

Tak, jak w argumentacji w kroku pierwszym wskazemy funkcje f : (RN)N -
RN taka, ze f~!(cp) = c}.

Niech f : (]RN)N — RY bedzie zadane wzorem

_ & |ZTnkl
f@)n =) 2 T Tor]

keN
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gdzie z € (RN)N zapisujemy jako {{(z,, &) (Tn k), ken- Sprawdzimy, ze

nEN>kEN
dla funkcji f zachodzi réwnos$é f=1(cp) = cpN.

Przypusémy, ze = ¢ c?}. To znaczy, ze istnieje wspdlrzedna k taka, ze
(x"»")neN nie jest elementem cp. Istnieje zatem taka dodatnia liczba rzeczy-
wista r, 26 B = {n : |z, x| < r} nie jest elementem F. Niech 7 = 2% Hr»r‘
Weimy teraz n € N\ B. Zachodzi nieréwnosé

.

R i .. Y] Y
f( )n - 1+ ll'n,kl =T

145 Jest rosnaca dla liczb dodatnich. Zatem {n : |f(z)n| < 7} jest
podzbiorem B 1 tym samym nie jest elementem filtru F.

Przypusémy, ze = € ¢}, Niech r > 01 niech kg bedzie takie, ze Dokske 2™ k<

. Wiemy, ze istniejg zbiory Ao,. . Ay, € I takie, ze dla kazdego 0 < k < ko
oraz n € Ag zachodzi z, <3 0. Wynika z tego, ze dlan € AgN...N Ag,
zachodzi nieréwnoscé:

— |13n kl r
<y ok _Z|xnk|+ <kom—+=-<r
e TR & k 2

ktéra dowodzi, ze f(z) € cp.
By otrzymaé wlozenie domkniete, pozostaje nieco zmodyfikowaé funkcje f
— dokladnie tak, jak w koricu dowodu kroku pierwszego. O

W dalszej argumentacji b¢dz1e nam potrzebny fakt, ze dla S = {1 'n €
N\ {0}} U {0}, mamy C,(S) = oM. Fakt ten jest gléwnym twierdzeniem pracy
(6] i przyjmiemy go bez dowodu

Konstrukcja Niech F bedzie ultrafiltrem, ktéry nie jest P-filtrem i niech X =
NxNp, VY =X@S.

Z jednej strony Cp(X) = [],enCo(NF). 7 twierdzenia 2 wiemy, ze
przestrzen C,(Np) jest przestrzenia Baire’a. Wiadomo tez, ze przeliczalny pro-
dukt metrycznych, osrodkowych przestrzeni Baire’a jest przestrzenia Baire’a
(Oxtoby [17], a co wiecej Pytkeev w [18], udowodnil przy pomocy tw. 4,
ze dla dowolnej rodziny {X;}ies takich, ze Cp(X;) sa przestrzeniami Baire’a,
[T;cr Co(Xi) jest przestrzenia Baire’a). Zatem Cp(X) jest przestrzenia Baire’a,
natomiast Cp(Y ) = Cp(X) x Cp(S) nie jest, gdyz C,(S) nie jest przestrzenia
Baire’a (dz1eje sie tak na mocy przykladu 1.5, gdyz C »(S) jest gesta podgrupa
typu Fos w RNU{oh),

Pozostaje wykazaé, ze C; (X) i C;(Y) s3 homeomorficzne. W tym celu
bede dwukrotnie posilkowal siec wynikami z pracy [1]. Na mocy wniosku 2.7 z
pracy (1}, na to by C;(X) i C;(Y) byly homeomorficzne wystarczy wykazaé,
ze przestrzenie Cp(X) i Cj(Y) wkladaja sie w siebie nawzajem jako pod-
przestrzenie domkniete. Oczywiscie C(X) wklada sie w Cp(Y). Z lematu
3.1 z pracy [1] mamy, ze C,(X) wklada si¢ na podzbiér domkniety w Cr(X).
Zatem na mocy punktu 2 twierdzenia 9 mamy, ze o wklada sie na domkniety
podzbidr przestrzeni Cy (X). Réwnoczesnie ze wzgledu na zwarto$é S mamy, ze
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Cp(S) = C3(S). Stad C;(Y) = Cp(X) x oV, a ta ostatnia przestrzen wklada
si¢ na podzbiér domnkiety w C; (X) x Cp(X) = C;(X).0

6.2 Nasuwa si¢ naturalne pytanie o egzystencjalny status P-filtréw II kategorii,
w szczegblnodel ultrafiltréw, ktére sa P—filtrami (te ostatnie nazywane sa P—
punktami). Jeden z rezultatéw orzeka (Shelah, [2}, tw. 4.4.7), ze Con(ZFC) —
Con(ZFC+nie istnieja P-punkty).

Z drugiej strony, przy zalozeniu hipotezy continuum (réwniez przy aksjoma-
cie Martina) P-punkty mozna konstruowaé ([2], tw. 4.4.5).

Problem istnienia w ZFC P-filtréw II kategorii wydaje sie byé otwarty;
wéréd wynikéw tyczacych sie tego problemu jest konstrukcja przedstawiona
w [2] (tw. 4.4.13) przy dodatkowym zalozeniu, ze cof([p]<M) = 2. Dowéd
powyzszego twierdzenia polega na indukcyjnym wyborze 0 generatoréw dla fil-
tru F. Wiadomo jednak ([2], tw. 4.4.22), ze bez sprzecznosci mozna przyjaé,
iz wszystkie Pfiltry drugiej kategorii generowane sa przez wiecej niz 0 genera-
torow.

W. Marciszewski wykazal ([14]), ze jesli istnieje przestrzenn X przeliczalna,
regularna, nie dyskretna i taka, ze Cp(X) jest przestrzenia dziedzicznie Baire’a,
to istnieje PAfiltr drugie) kategorii. Okazuje sie¢, ze bez dodatkowych zalozen
mnogosciowych mozna podaé przyklad przestrzeni X mocy wi i takiej, ze Cp(X)
Jest przestrzenia dziedzicznie Baire’a. Stosowna konstrukcja jest zamieszczona
w dodatku o E-iloczynie.

6.3 Wsrdd réwnowaznych warunkow w twierdzeniu 7 mozna wskazad jeszcze
jeden, zaproponowany w pracy [3]. Niech K(X) oznacza rodzine wszystkich
zbioréw zwartych w X, a F(X) zbiér wszystkich zbioréw domknietych. Na
F(X) mozna zadaé topologie 7 przez wskazanie zbieznych ciaggéw uogdlnionych:
méwimy, ze ciag {Fy}yer jest zbieiny do punktu F, jesli (), ¢, UﬁZ’y FgCPF.

Niech Vx = {F € F(X) : FNK = §§}. Méwimy, ze topologia na przestrzeni
X jest zgodna (consonant), jesli na zbiorze F(X) topologia zadana przez rodzine
T2 = {Vk }k ek (x) jest réwna topologii 71.

Twierdzenie 10 (A. Bouziad, [3]) Niech F bedzie filtrem. Wtedy nastepujgce
warunki sq réwnowazne:

1. Cp(NFp) jest przestrzeniq dziedzicznie Baire’a.

2. W przestrzeni Np wszystkie zbiory zwarte sq skoriczone oraz topologia na
X jest zgodna.

6.4 Twierdzenie 4 buduje pewne wyobrazenie, jak moglaby wyglada¢ charak-
teryzacja dziedzicznej wlasnosci Baire’a przestrzeni Cp(X) dla X ogdlniejsze)
postaci, niz Ng. W pracy [8] postawiony jest

Problem. Wyslowi¢ w terminach X, kiedy C,(X) jest przestrzenia
dziedzicznie Baire’a.

6.5 Przestrzenie Ny maja tylko jeden punkt skupienia.
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Problem. Czy istnieje przyklad (niekoniecznie w ZFC) przestrzeni
przeliczalnej, w sobie gestej, regularnej X takiej, ze Cp(X) jest
przestrzenia dziedzicznie Baire’a ?

W dodatku o topologiach maksymalnych podany jest przyklad X przeliczal-
nej, regularnej, w sobie gestej i takiej ze Cp(X) jest przestrzenig Baire’a.
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Rozdzial 7
Dodatek 1: topologie maksymalne

7.1 E.K. van Douwen podal przyklad (3.3, [23]) przestrzeni przeliczalnej, w
sobie gestej, regularnej X, ktdra jest doskonale niespdjna, to znaczy dla
kazdego punktu p € X, filtr otoczen F, = {A C X \ {p} : p € Int(AU {p})}
Jjest ultrafilirem. W tej samej pracy mozna znalezé twierdzenie (2.2, [23]), ze
przestrzen regularna, w sobie gesta X jest doskonale niespdjna wtedy i tylko
wtedy, gdy topologia na X jest maksymalna wséréd wszystkich (nie tylko regu-
larnych!) topologii w sobie gestych na zbiorze X.

7.2 W kontekscie problemu 6.5 interesujace moze sie wydad:

Twierdzenie 11 Niech X bedzie przestrzeniq przeliczalng, regularng i w sobie
gestq. Filtr otoczeni dla kazdego p € X jest drugiej kategorii wtedy 1 tylko wtedy,
gdy C,(X) jest przestrzeniq Baire’a.

Przy pomocy powyzszego twierdzenia natychmiast mozemy uzyskac

Przyklad przestrzeni X regularnej, w sobie gestej i takiej, ze Cp(X) jest
przestrzenia Baire’a. Odpowiednia jest przestrzenn X z przykladu van Douwena,
gdyz jest ona regularna, w sobie gesta 1 taka, ze dla kazdego punktu p € X, filtr
otoczenl Fj, jest ultrafiltrem (a wiec jest drugiej kategorii).[l.

W dowodzie twierdzenia bedzie przydatny

Lemat  Przypusémy, ze X jest przeliczalng przestrzeniqg regularng i dla
kazdego p € X, filtr otoczeni F), jest drugiej kategorii. Dla skoriczonego zbioru
A C X oraz rodziny {Ap}nen skoriczonych podzbioréw X, parami rozlgcznych i
rozlgeznych z A, istnieje:

o 2bidr domknigto—otwarty U C X taki, ze A C U oraz
e nieskoriczony zbidr I C N taki, Ze (U;c; Ai) U = (Ui 45)NU = 0.

Przed dowodem lematu odnotujmy fakt, ze regularne przestrzenie przeliczalne
83 zerowymiarowe.

Dowdéd lematu. Niech A, {Ap }nen spelniaja zalozenia lematu. Jesli wykazemy
teze lematu dla zbioru jednoelementowego A, to dla dowolnego A wystarczy,
by$my powtarzali procedure |A|-krotnie dla kolejnych punktéw zbioru A, pod-
stawiajac za kazdym razem rodzine {A;}ics uzyskana w poprzednim kroku.
Niech wiec A = {a}. Wiemy, ze filtr otoczen F, jest drugiej kategorii, a wiec
na mocy twierdzenia Talagranda (tw. 3) punkt 5, istnieje zbidr nieskoriczony
I taki, ze W = (X \ {a}) \ (U;es Ai) € Fa. Zatem punkt a jest we wnetrzu
zbioru W U {a}. Na mocy zerowymiarowosci przestrzeni X wybieramy zbidr
U C W U {a} otwarto-domknigty i taki, ze a € U. Wtedy U N J;c; Ai = 0.0

7.3 Dowéd twierdzenia. Jedli istnieje punkt p dla ktérego filtr otoczenn F jest
pierwszej kategorii, to po utozsamieniu X \ {p} z N oraz p z co otrzymujemy,
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ze Cp(X) jest podprzestrzenia gesta w przestrzeni Cp(Np), a zatem nie jest
przestrzenia Baire’a na mocy twierdzenia Lutzera-McCoy’a (tw. 2).

Przypusémy, ze kazdy punkt p € X ma filtr otoczern drugiej kategorii.
Bedziemy sprawdzaé, czy Cp(X) jest przestrzenig Baire’a, poslugujac si¢ kry-
terium zawartym w twierdzeniu 4.

Niech A, bedzie ciagiem zbioréw skonczonych, rozlacznych. Warunek w
twierd2eniu 4 oznacza dokladnie tyle, ze nalezy znaleZé podciag A,, oraz
otoczenia otwarte Up,, A,,, C U, takie, by rodzina {Up, }men byla dyskretna.
Méwimy wtedy, ze z ciagu A, mozna wybrac podciag silnie dyskretny.

Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze |J,enAn = X. Niech 4, =
{ag,...a} } bedzie dowolna numeracja zbioru A,.

Pierwszy krok indukcji. Przyjmujemy ng = 0. Stosujemy lemat do zbioru
Ag oraz rodziny {A;}ien {o3- Uzyskujemy Uy otwarto-domknigte otoczenie Ap

oraz nieskoficzony zbidr indekséw I C N taki, ze U N J;c; Ai = 0.

Krok indukcyjny. Przypuszczamy, ze:

1. skonstruowalismy rozlaczne zbiory otwarto—domkniete Uy,...U,, oraz
wybralismy indeksy no, ...nn, tak, ze 4,, C U; dla i < m,

2. zachodzi |J;¢, Ai C Uiy, Ui oraz
3. istnieje nieskoriczony zbiér indekséw I C N taki, ze (J; <, UiDU;ey Ai = 0.

Bierzemy I C N taki, jak w trzecim punkcie zalozenia indukcyjnego i npy 41 =
min (7).

Stosujemy lemat do zbioru A = Ui<nm+1 A; oraz rodziny {A;}ien{nmsi}-

———

Uzyskujemy zbidr J C I nieskoriczony oraz Uy, 41, otwarto—domknigte otoczenie
zbioru A. Zbiér Unt1 = m\UKm U; jest otwarto-domknietym otoczeniem
An,.,.- Wprost z definicji, dla Up,11 jest spelniony pierwszy i drugi warunek
indukcji. Warunek trzeci zachodzi dla nieskoniczego zbioru indekséw J, gdyz

U vinJ4ic(J Uiﬂm)U(U/m:ﬂUAi)=@

i<m+1 ieJ i<m iel ieJd

co koriczy indukcje.

7.4 Zbiory Uy, wyczerpuja przestrzeri X na mocy warunku {J,cy An = X oraz
drugiego warunku indukcji. Pokrycie {Un,}men jest dyskretne, gdyz U, sa
rozlaczne. Zatem ciag {An,, }men jest silnie dyskretny, gdyz dla kazdego m € N
zachodzi A, C U, na mocy pierwszego warunku indukcji.Od
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Rozdzial 8
Dodatek 2: Y¥—iloczyn

8.1 Przyklad Niech X = wyU{o0}. Zadajemy na w; topologie dyskretna i jako
filtr otoczen punktu oo bierzemy te zbiory, ktérych dopelnienia sa przeliczalne.
Wykazemy, ze Cp(X) jest przestrzenia dziedzicznie Baire’a. Ponizszy argument
zakomunikowal mi R.Pol.

Bedziemy poslugiwad si¢ oznaczeniem X = Cp(X). Odnotujmy, ze X sklada
sie z tych z € R¥1, ktére od pewnego miejsca sa réwne 0. Definiujemy funkcje
kL = wy, k(z) = sup{a : z(a) # 0}. Méwimy, ze zbidr A C w; jest
domkniety i nieograniczony jedli jest nieograniczony w wy i domkniety w sensie
topologii porzadkowej na wy. Dla ¥ € w) definiujemy rzutowanie proj., : ¥ — X
wzorem proj.,(z) = z - X[o;y)-

8.2 Lemat Dla pary A,C C X takiej, ze C jest zbiorem domknigtym ¢ brze-
gowym w A, istnieje zbiér T C wy, domknigly, nieograniczony i taki, zZe dla
kazdego v € T istnieje przeliczalny zbiér Ay C A, ktéry ma wlasnosci:

1. proj,(Ay) = Ay,

2. proj,(Ay) C prog,(A) \ proj, (C)

3. Ay jest gesty w PTOJQ(A)'

Dowdéd lematu. Dla v € w; bierzemy zbidr przeliczalny B, C A\ C taki,
ze proj.(B,) jest gesty w proj,(A). Zbiér C' jest domkniety i brzegowy w A,
zatem dla kazdego z € B, istnieje otoczenie U, C X takie, ze z € U, oraz
Uz NC = 0. Mozemy zalozyé, ze otoczenie jest postaci {y € £ : y(ap) €
Vo, ...y(an) € V,,} dla pewnych zbioréw otwartych Vo,...V, C R. Zadajemy
ay = max{ag,...an}.

Definiujemy funkcje ¢(y) = sup{max{x(z),as} : ¢ € U,<~ Ba}. Zbidr

I'={y €w;: dla a < 7y zachodzi ¢(a) < 7, v graniczna}

jest domkniety i nieograniczony. Niech 4 € I' i niech A, = Ua<7 B, C A
Warunek pierwszy dla A, zachodzi, gdyz jesli z € A, to istnieje a < v, z € Ba.
Jednoczesnie ¢(a) < 7, a zatem £(z) < v i proj,(z) = z.
Niech ¢ € A,. By wykazaé druga wlasnosé A, wystarczy sprawdzié, ze
z ¢ proj,(C). Wiemy, ze ay < 7. Stad za$ mamy, ze Uz N proj,(C) = 0.
Sprawdzimy gestos¢ A, w proj,(A), czyli warunek trzeci. Ustalamy nu-
meracje {Bo,1,...} = 7. Niech & € proj,(A4). Dla kazdego n € N istnieje
Tn € Bimax(po,...p.))+1 C Ay taki, ze lzn (8i) —z(8:)] < n;-i-l dla i < n. Uzysku-
jemy w ten sposéb clag z, € Ay zbiezny do z. O
8.3 Przypusémy, ze przestrzed X nie jest przestrzenig dziedzicznie Baire’a.
Niech F C X podzbiér domkniety i taki, ze F = |J,cn Fn, gdzie F, zbiory
domkniete w X i nigdziegeste w F'.
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Dia kazdego n stosujemy lemat do pary zbioréw F,F, i otrzymujemy
zbiér domkniety i nieograniczony T',,. Nastepnie stosujemy lemat do F, i
@, otrzymujemy zbiér domkniety i nieograniczony A,. Wiadomo ([10], tw.
7.4), e przeciecie przeliczalnie wielu zbioréw domknietych i nieograniczonych
® = (NuenTn) N (Nnen An) jest zbiorem domknietym i nieograniczonym, w
szczegdlnosci niepustym. Ustalmy v € ©. Zbiory proj.(F) oraz proj. (Fy)
sa domknicte — sytuacja dla F i F, jest analogiczna, wiec sprawdzenie
domknigtoéci przeprowadzimy dla F,,. Faktycznie, z lematu wynika, ze skoro
Y € An to istnieje zbidr A C F,, taki, ze proj,(A) = A oraz A jest gesty w
proj., (Fy). Jesli z € i)roj,y(Fn) =ACF,toz=z “X[osy) Oraz x € Fy,, a zatem
z € proj, (Fy,), co dowodzi domknietosci proj., (Fy). By sprawdzié domknietosé
proj. (F), korzystamy z faktu, ze v € T, (n € N mozemy wybrad dowolnie).

Zauwazmy, ze proj, (F) = Unen proj,(#y). Z lematu wynika takze, ze skoro
v € I, to istnieje zbiér B, C F, gesty w proj.(F) i taki, ze B, C proj, (F) \
proj, (Fy,). Zatem zbiory proj, (F,) sa brzegowe w proj, (F).

Okazalo sie wiec, ze proj,(F,) sa domknigte i brzegowe w proj,(F), a
Jednoczesnie ich suma jest réwna proj,(F). To przeczy twierdzeniu Baire’a,
stosowanemu do podzbioru domknietego w zupelnej przestrzeni metrycznej

RrRY.O
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